H13-T3-A4

Sei p eine Primzahl, e,n € N und G eine Untergruppe von GL(n,F,) mit p® Elementen.
Zeigen Sie: Es gibt einen Spaltenvektor 0 # v € F) mit v-v = v fiir alle v € G. (Hinweis:
Betrachten Sie die Bahnléngen von G auf Fy.)

Lésungsvorschlag. Wie in der Aufgabenstellung betrachten wir die Wirkung von G auf Fy
(die von der kanonischen Wirkung von GL(n,F,) auf Fy; induziert wird). Nach Definition
der Bahnen dieser Wirkung gilt fiir ein v € F) genau dann v -v = v Vy € G, wenn die
Bahn G - v nur aus v besteht, also G- v = {v}. Bekanntlich ist fiir ein beliebiges v € F};
die Lénge der Bahn gegeben durch |G - v| = |G|/|G,|, wobei G, die Standgruppe von
G an v beziiglich der betrachteten Wirkung ist. Insbesondere gilt also |G - v|||G|, also
|G - v| = p® fiir ein NU {0} > = < e. Weiter ist offensichtlich -0 = 0 fiir alle v € G,
also |G - 0| = 1. Bekanntlich bilden die Bahnen eine disjunkte Zerlegung von Fy. Ist nun
0,v1,...,vs ein Reprasentantensystem der Bahnen, so gilt also

S
pt=IFp =14 |G- vl.
i=1

Definieren wir ji,...,7s € NU {0} so, dass |G - v;] = p’ ist, so miissen nach obiger
Gleichung also 7 € {1, ..., s} existieren mit j; = 0, da sonst die rechte Seite nicht (wie
die linke) durch p teilbar wére). Fiir ein solches 0 # v; gilt dann aber gerade |G - v;| = 1,
also G - v; = v; wie gewiinscht.



