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EINLEITENDE ZUSAMMENFASSUNG

Uber lineare statistische Modelle gibt es umfangreiche und
bekannte Lehrbilicher wie die von Scheffé (1959), Searle (1971)
oder C.R. Rao (1975): dieses Gebiet beschaftigt in gleichem MaRe
die Mathematische wie die Angewandte Statistik, und wird seiner-
seits von dem so gezeugten Interesse in Bewegung gehalten.

In der vorliegenden Arbeit beschrédnken wir uns auf die Punkt-
schatzung von Mittelwert, Varianz-Kovarianz-Komponenten, Schiefe
und Exzel, und darunter auf solche Verfahren, die durch ihre
finiten Eigenschaften: Erwartungstreue, Nichtnegativ-Definitheit,
minimale Norm etc. charakterisiert werden; ausgeklammert haben
wir asymptotische Fragestellungen, Testtheorie und weitgehend
auch eine Normalverteilungsannahme. Dementsprechend entstammen
unsere Hilfsmittel der linearen Algebra und der konvexen
Analysis.

Der inhaltliche Aufbau ist darauf ausgerichtet, das Gemein-
same der Problemstellungen und die Einheitlichkeit der Problem-
16sungen deutlicher hervorzuheben als in den genannten Lehr-
btchern: die untersuchten Schatzverfahren sind im Grunde Varia-

tionen ein und desselben Themas.

TEIL 1: LINEARE MODELLE

Kapitel 1 (Definition und Beispiele) beginnt mit einem an-
schaulichen Beispiel, das zum allgemeinen Begriff eines linearen
Modells hinfiihrt; anschlieBend machen wir deutlich, daB die ge-
wahlte Definition alle in diesem Rahmen Ublichen Modelle erfalt.
Gemal unserer Einstellung werden Mittelwertvektor und Streuungs-

matrix schon in der Definition gleichartig behandelt: Ein
lineares Modell Y ~ ( gzlbnxn; YK t«Vx) besteht aus einem R"-
wertigen Zufallsvektor Y, flir den lineare Zerlegungen sowohl fir
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den Erwartungswert wie auch fir die Streuungsmatrix gelten:

EY =2 bpxg ; DY =Y tyx ;

dabei werden die p zerlegenden Vektoren x; und die k zerlegenden
symmetrischen Matrizen Vy als bekannt vorausgesetzt; die Vektor-
parameter b := (bi,..,by) ' € R® und t := (ti,.., tx) € R gilt es zu
schatzen.

In Kapitel 2 (Die Streuungs-Mittelwert-Korrespondenz) erlau-
tern wir, wie die quadratische Schatzung des Streuungsparameters
t und die lineare Schatzung des Mittelwertparameters b als ver-
schiedene Ansichten desselben Problems erscheinen; der Tensorkal-
kil der multilinearen Algebra gibt mit dem Kroneckerprodukt das
Mittel an die Hand, quadratische Schatzfunktionen mit linearen zu
identifizieren: 1invariante quadratische Streuungsschdtzung im ur-
springlichen Modell 1ist dasselbe wie Lineare Mittelwertschdtzung in
einem geeignet abgeleiteten Modell.

Kapitel 3 (Gemeinsame Problemstellung Linearer und multi-
Linearer Schdtzverfahren) resumiert diejenigen Eigenschaften, die
etwas Uber die Glte von Schatzverfahren aussagen: Gauss'sche
Risikofunktion der mittleren gquadratischen Abweichung, Reduk-
tionen durch Linearitédt, Invarianz und Erwartungstreue, Minimie-
rung von Norm oder Varianz. In §$6f werden die hier benutzten
Optimalitatskonzepte und ihre Abkiirzungen aufgelistet und mit den
Bezeichnungen anderer Autoren verglichen.

Wichtig zum Verstandnis der folgenden Teile sind besonders
die Definition 1.3, Kapitel 2 und die Bezeichnungen 1.2 und 3.13.

Wir erwdhnen nun die wesentlichsten Verbindungen zur Litera-
tur. Kapitel 3 wurde in Anlehnung an Kapitel 1 in Witting (1966)
formuliert. Die Definition 1.3 eines linearen Modells enthdlt in-
haltlich das Ubliche, formal férdert sie die durch die Streuungs-
Mittelwert-Korrespondenz begriindete Anschauung. Auch Seely (1970)
fiihrt mit einer "koordinatenfreien" Schéatztheorie die Streuungs-
schatzung auf die Mittelwertschatzung zurtck, einen uns ahnliche-
ren Ansatz macht Mitra (1971); unabhdngig davon habe ich in mei-
ner Diplomarbeit (1974) die Streuungs-Mittelwert-Korrespondenz
entwickelt. Beide Formulierungen - die Seely'sche wie die unsri-
ge - erdffnen grundséadtzlich dieselben Moglichkeiten; flr deren

Verwirklichung erscheint mir aber die Streuungs-Mittelwert-Korre-



spondenz handlicher und Uberschaubarer. Beispielsweise 1laRt sie
sich eher fortsetzen - wir tun dies in Teil II -, um auch die
Schatzung von Schiefe und ExzeBR zu erfassen.

TEIL II: SPEZIELLE LINEARE UND MULTILINEARE SCHATZVERFAHREN

Ziemlich ausfiihrlich begriinden wir in Kapitel 1 (Schdtzung
des Mittelwerts) die Schitzverfahren fir den Mittelwertparameter
b, da diese Aussagen den Unterbau fiir die folgenden drei Kapitel
hergeben.

Zusammen mit der Streuungs-Mittelwert-Korrespondenz fihren
sie in Kapitel 2 (Schdtzung der Varianz-Kovarianz-Komponenten) auf
einfache Weise zu einer abgerundeten Theorie der Streuungsschat-
zung. Deren Wirksamkeit wird an vier Modellen der Varianzanalyse
verdeutlicht; schlieBlich vertreten wir die Uberlegenheit des
hier vorgetragenen Ansatzes gegeniliber der Art, wie die klassi-
schen Henderson'schen Verfahren gerechtfertigt werden.

Fur die Kapitel 3 und 4 (Schdtzung der Schiefe und des Exzess)

wahlen wir das einfachere Modell gleicher Varianzen und unabhan-

giger Beobachtungskomponenten Y ~ (3 bgxy ; Gﬁ;). Der Gebrauch
transformierter Modelle - in der Streuungs-Mittelwert-Korrespon-
denz erfolgreich erprobt - fihrt auch hier auf raschem Weg zur

Bestimmung bester Schatzer unter den homogenen Polynomen dritten
beziehungsweise vierten Grades.

Die Kapitel 1 und 2 bereiten Teil III vor; Teil IV stitzt
sich nur auf §§1.1f und 2.1f.

Fir Beweise zu den Ergebnissen in den Kapiteln 1 und 2 wird
auf die Literatur verwiesen. Bis zu §2.4 folgen wir meiner Dip-
lomarbeit (1974); Seely's Satz lber die Existenz von erwartungs-
treuen Streuungsschatzern mit gleichmaBig kleinster Varianz wird
angeschlossen. Mit Kapitel 2 endet der expositorische Teil der
Arbeit.

Die Reduktion multilinearer Schatzverfahren auf lineare ist
so allgemein, daB sich ihre Verwendung zur Schatzung auch von
Schiefe und ExzeB geradewegs anbietet; trotzdem ist diese Idee

neu. Sie fihrt zu einfachen Kriterien und gestattet, die von



Anscombe (1961) heuristisch angegebenen Schatzer in die allge-

meine Theorie einzugliedern.

TEIL III: NICHTNEGATIV-DEFINITE SCHATZUNG DER STREUUNGSMATRIX

Ausgehend von unserer Definition linearer Modelle schildern
wir in Kapitel 1 (Der Fundamentaldefekt Linearer Modelle) einen
Makel der herkdémmlichen Theorie, den wir mit dem Begriff Fundamen-
taldefekt umschreiben. Beispielsweise koénnen bei der Streuungs-
schitzung nur solche Schitzwerte t hingenommen werden, die zu
einer nichtnegativ-definiten Schiatzung YtV der Streuungsmatrix
fiihren; diese Einschrankung wird von der bisher entwickelten
Theorie einfach miBachtet.

In Kapitel 2 (Eine hinreichende Bedingung zur nichtnegativ-de-
finiten Schdtzung der Streuungsmatrix) fihrt eine zeitweilige
Normalverteilungsannahme zu einer Teilldsung: GemaB Seely (1971)
existiert bei Normalverteilungsannahme eine vollstandige suffi-
ziente Statistik fiur t, falls die k zerlegenden Matrizen Vy einen
quadratischen Teilraum symmetrischer Matrizen aufspannen. Wie wir
erganzend beweisen, fallen dann "alle" Schatzverfahren zusammen:
der Varianzanalysen-Schéatzer, C.R. Rao’s MINQUE, Seely's erwar-
tungstreuer Schatzer mit gleichma@Big kleinster Varianz und
Corbeil & Searle's Restricted Maximum Likelihood Schétzer. In
dieser paradiesischen Situation erhdlt man auch fast sicher eine
nichtnegativ-definite Schatzung der Streuungsmatrix.

Unser Ergebnis liefert fiir die von Corbeil & Searle (1976b)
durchgerechneten Beispiele die theoretische Begrindung nach,
warum die beobachtete Gleichheit der Schatzer notwendig eintreten
mul. Ebenso charakterisieren wir eine Lage, in der die
Likelihood-Gleichung geldst und auf iterative Verfahren verzich-
tet werden kann (Anderson 1970; Corbeil & Searle 1976a). Den
Begriff "Fundamentaldefekt" haben wir schon in der Diplomarbeit

(1974) gepragt, ohne ihn dort naher zu untersuchen.



TEIL IV: NICHTNEGATIVE SCHATZER IN VARIANZKOMPONENTEN-MODELLEN
ALS LOSUNGEN KONVEXER PROGRAMME

Von einem Varianzkomponenten-Modell sprechen wir, wenn in
einem linearen Modell die k zerlegenden Matrizen Vy nichtnegativ-
definit sind und t - als Vektor von Varianzen t, = oi, - im ab-
geschlossenen positiven Quadranten R¥, variiert. Auch hier droht
der Fundamentaldefekt: Schitzwerte T auBerhalb des R*, sind Un-
sinn. Wir machen uns deshalb auf die Suche nach erwartungstreuen
nichtnegativ-definiten quadratischen Schéatzfunktionen mit minima-
ler Norm (beste nichtnegative Schédtzer}, um die - mdéglicherweise
defekten - erwartungstreuen invarianten quadratischen Schatzfunk-
tionen mit minimaler Norm (beste defekte Schdtzer, MINQUE) abzu-
16sen; wir werden dieses Ziel erreichen und uns dabei hauptsach-
lich auf die Theorie konvexer Programme stiitzen.

Das Thema von Kapitel 1 (Erwartungstreue nichtnegative Schditz-
barkeit) lautet in der Sprache solcher Programme: Wann existieren
zulassige Losungen? Wir zeigen, daB fir eine einzelne Varianzkom-
ponente ty genau dann eine erwartungstreue nichtnegativ-definite
quadratische Schatzfunktion existiert, wenn die zugehdrige zerle-
gende Matrix Vy einen echten Beitrag zur Erklarung der Streuung
liefert.

In Kapitel 2 (Negativitdt eliminierende Projektoren) veran-
schaulichen wir einige Begriffe, um das Primal- und Dualprogramm
und deren optimale Losungen anzugeben und zu interpretieren:
Q-reduzierte Modelle, Negativitat eliminierende Projektoren, Po-
sitiv- und Negativteil einer symmetrischen Matrix.

Mit Kapitel 3 (Minimierungsprogramme) bieten wir einen kurzen
Einstieg in die Theorie mathematischer Programme. Wir mochten da-
mit einerseits einen zu abrupten Ubergang von linearen zu konve-
xen Methoden vermeiden und andererseits ein dhnliches Vorgehen in
der Testtheorie erfassen, das den hier eingeschlagenen Weg wesent-
lich bestimmt hat.

Nach diesen Vorbereitungen gelingt uns in Kapitel 4 (Beste
nichtnegative Schdtzer als Ldsungen konvexer Programme) die kon-

struktive Bestimmung bester nichtnegativer Schatzer: zum ersten



erhdlt man sie aus dem besten defekten Schatzer durch eine pas-
sende Korrektur von dessen defektem Teil, und zum zweiten erge-
ben sie sich als beste defekte Schatzer, wenn man das urspring-
liche Modell mit einem Negativitat eliminierenden Projektor re-
duziert. Die erste Art grindet ausschlieBlich auf den Formulie-
rungen des Kapitels 3, fir die zweite ziehen wir zusatzlich die
Fenchel'sche Dualitdtstheorie konvexer Programme zu Rate.

Im riickschauenden Kapitel 5 (AbschliefSender Ausblick)gehen
wir noch einmal der uns leitenden Anschauung nach, daB die Streu-
ungs-Mittelwert-Korrespondenz die volle Paritat von Mittelwert-
und Streuungsschatzung sichert: Dies fihrt zu besten kegelerhal-
tenden Schatzfunktionen und damit zu einer Klasse linearer Model-
le, fir die Teil IV den Weg weisen dirfte, den Fundamentaldefekt
vollstandig zu beheben.

Konvexe Programme sind bei linearen Modellen bisher ledig-
lich verwendet worden, um Algorithmen zur Berechnung einzelner
Schatzwerte zu finden; in diese Richtung gehen auch C.R. Rao's
Worte (1972 pp.113f): "If non-negative estimators are desired, one
may have to minimize (the norm) subject to the condition that (the
estimator) is non-negative definite in addition to (invariance and
unbiasedness), if possible. The computational problem is Likely to
be difficult, but a suitable computer program may be written."

Der Einsatz mathematischer Programme, um beste nichtnegative
Schatzer als optimale Losungen konvexer Programme darzustellen,
ist neu. Dabei haben wir nur zusammengesetzt, was verschiedene
Lehrblicher schon bereitstellen: Die Bedeutung des Problems unter-
streicht Searle (1971 pp.406-408), C.R. Rao's MINQUE (1973 pp.
303-305) legt seine Formalisierung nahe; die Losungsidee stammt
aus der Testtheorie (Witting 1966 pp.69-73), Rockafellar (1970)

ebnet den Weg zu ihrer Verwirklichung.

Um den Formelkalkil so gering wie moglich zu halten, bevor-
zugen wir einen redundanten verbalen Stil. Wir halten uns (mit
Ausnahmen) an die folgende Summationskonvention: Beili einem Summa-
tionszeichen ohne Summationsindizes wird uber alle griechischen

Indizes summiert, zwar von 1 bis zu ihrem lateinischen Aqui-
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valent. In dieser Arbeit sind alle Vektorrdume reelle Vektorrau-
me, alle Matrizen reelle Matrizen und alle Projektoren orthogona-
le Projektoren. Eckige Klammern bei Blockvektoren und -matrizen
erinnern daran, daB die Eintrédge selbst wieder Vektoren und Ma-
trizen sind. Nichtnegativ-definit wird mit NND abgekirzt. Das
Zeichen := bedeutet definierende Gleichheit. Ein fetter Punkt

kennzeichnet das Ende eines Beweises:
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Kapitel 1

DEFINITION UND BEISPIELE

Nach einem einfachen Beispiel und einigen Bezeichnungen wer-
den in diesem Kapitel lineare Modelle allgemein definiert. An
Hand klassischer Beispiele wird danach deutlich gemacht, dab die

Definition alle in diesem Rahmen iUblichen Modelle erfalt.

1 BEISPIEL. Heteroskedastische Varianzen. Gegeben seien k
Produktionseinheiten. Jede Einheit x erzeuge ny viele Ertrage
(yields) yxy (v = 1,..,ny), die durch reelle Zahlen repréasentiert
werden: vy, ER. Um die dem Produktionsprozell innewohnenden Schwan-
kungen wiederzugeben, werden die yyx, als Realisierung einer Zu-
fallsgroBe Yy, aufgefalt.

Die Produktionseinheiten seien so eingerichtet, daB ihre Er-
trdge im Mittel gleich ausfallen: & Y., = u; ferner sei gestattet
anzunehmen, dal die Varianz nur von der Produktionseinheit x ab-
hangt: Var Y,, = o0.°; COV (Y., Ye)= 0 falls (x,Vv)#(a,p). Dieses

Modell konnen wir so skizzieren:

Y1y~ (17 01°) Yo~ (17 0x°) Yo~ (17 0°)
v = 1,..,n v = 1,..,n« v = 1,..,nx
Es ist bequem, die n := ) ny ZufallsgroBen Y., lexikogra-
phisch anzuordnen zu Y := (YM,YM,m,YhH,m,YM,m,Yhm)'. Mit
dem Vektor 1, := (1,..,1)' € R", der nyxn, Einheitsmatrix I,, und

der suggestiven Notation von k Blockdiagonalmatrizen lautet die

Vektorform des vorliegenden Modells:

EY = 1. ; DY =73 o Diag[0:I, :0]

K

Dies ist ein Spezialfall eines gleich zu definierenden linearen
Modells und eines Varianzkomponenten-Modells. Wir setzen das Bei-

spiel in §3.12 fort.
13
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2 Fir einen R"-wertigen Zufallsvektor Y bezeichnet & Y den
Erwartungswert und @ Y die Streuungsmatrix (Varianz-Kovarianz-Ma-
trix, dispersion matrix).

R"® bezeichnet den Vektorraum aller nxp-Matrizen. Im Raum
R"™ der quadratischen Matrizen sei Sym(n) der Teilraum aller
symmetrischen Matrizen. Ein Projektor ist eine symmetrische und
idempotente Matrix, die Menge aller nxn-Projektoren wird mit
Proj (n) bezeichnet. Fir eine Matrix A sei R A (range von A) der
von ihren Spalten aufgespannte Bildraum; 1 A bezeichne den Null-
raum. A' ist die zu A transponierte Matrix.

Fir einen Teilraum J des ist Proj (L) der Projektor mit
Bildraum JL: R Proj (L) = L. Das orthogonale Komplement von J£ wird
mit L1 notiert; fir die orthogonalen Komplemente von R A (11 A)
schreiben wir auch (RLIA (NiA). Fir eine Teilmenge /1l von Vektoren
bezeichnet span 11l den von 11l aufgespannten Teilraum; fiir eine Ma-
trix X = [x;:..:xp] mit Spalten x, bedeutet das: RX = span {xi,..,
Xp}. Die Summe zweier Teilrdume JL; und £ ist der von ihnen er-
zeugte Unterraum: L1 + L2 = span L1 U L.

Die folgende Definition betont die Gleichartigkeit der An-
nahmen fiir den Mittelwertvektor und die Streuungsmatrix. Die mei-
sten Autoren benutzen statt der p zerlegenden Vektoren x; gleich

die von ihnen gebildete Matrix X = [xl:..:xp].

3 DEFINITION. Ein Llineares Modell Y ~ (3 bux,; Y t.Vy) be-
steht aus einem R"-wertigen Zufallsvektor Y, bekannten, den Er-
wartungswert zerlegenden Vektoren xi,..,%, des R” und bekannten,
die Streuungsmatrix zerlegenden symmetrischen nxn-Matrizen Vy,..,
Vx, so daB fur (unbekannte) Vektorparameter b = (bi,..,bp) ' € RP
und t = (ti,..,ty) € R* gilt:

EY =5 bgxy; DY =35 t.Vg

Ein lineares Modell heiBt Varianzkomponenten-Modell, falls
die k zerlegenden Matrizen Vy NND und die k Komponenten ty nicht-

negativ slnd.

4 Um mit Recht von Y als Zufallsvektor sprechen zu kénnen,

sei ein (fiktiver) MeBraum (Q, A) angenommen und Y als meBbare
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Funktion von (Q,A) in den Borelschen Stichprobenraum (R",B") vor-
ausgesetzt, vergleiche die Grundannahme der Mathematischen Stati-
stik in Witting (1966 p.13). Auf dem MeBraum (Q, A) sei ferner ei-

ne Klasse & von WahrscheinlichkeitsmaBen gegeben; auf dem Stich-

Y
probenraum (R",B") induziert Y dann die Verteilungsklasse # . In

der Definition wurde nun gefordert
EpY C span {Xi,..,Xp}, DpY < span {Vy,..,Vk} ,

ohne deutlich zu machen, wie diese Teilmengenbeziehungen genauer
aussehen sollen. Wir wollen die folgende, in allen Arbeiten lber

lineare Modelle stillschweigend gemachte Prdzisierung nachholen:
span EpY = span {Xi,..,Xp} ;

span DWpY = span {Vi,.., Vi}

Dies ist bei festgelegter Verteilungsklasse Gﬁ immer erreichbar,
indem die zerlegenden Vektoren x; und Matrizen Vi passend gewahlt
werden. Zum Beispiel ist es sinnvoll und ohne Einschrénkung mdg-
lich, die zerlegenden Matrizen Vy nicht nur als quadratisch, son-
dern gleich als symmetrisch vorauszusetzen, wie dies in Defini-
tion 3 geschehen ist.

5 BEISPIEL. Quasinormale Lineare Modelle. Im klassischen
Idealfall ist Y ein normalverteilter Zufallsvektor mit unkorre-
lierten Komponenten von gleicher Varianz: Y ~ N, () bgxXg; on’In) .
Die genaue Festlegung einer Verteilung wird aber erst bei der An-
gabe von Tests und Konfidenzbereichen benttigt, da dann die Ver-
teilungen einer oder mehrerer Teststatistiken berechnet werden
missen (Witting 1966 pp.26-29).

In der vorliegenden Arbeit beschaftigen wir uns dagegen nur
mit linearen und multilinearen Schatzfunktionen; in dieser Klasse
kénnen erwartungstreue Schatzfunktionen und darunter solche mit
minimaler Varianz allein aus der Kenntnis der Momente bestimmt
werden. Demzufolge werden wir (bis auf Satz III.2.4) eine Normal-
verteilungsannahme nur benutzen, um hdohere Momente zu bestimmen.
Ein lineares Modell mit derart berechneten Momenten nennen wir
ein quasinormales Lineares Modell.

Die folgenden vier Beispiele zeigen, daBl alle Modelle der

Varianzanalyse lineare Modelle in unserem Sinne sind. Wir verwei-
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sen pauschal auf Scheffé (1959 p.6) und die vergleichenden Erlau-
terungen von Searle (1971 pp.376-381).

6 BEISPIEL. Modelle mit festen Effekten. Diese Modelle wer-
den durch die Vektorgleichung Y = Xb+e definiert, wobei b der un-
bekannte, nichtstochastische Mittelwertparameter ist, und der
stochastische Storterm e Mittelwert 0 und eine bis auf positives
Vielfaches o’ bekannte Streuungsmatrix V besitzt. Der Stdrterm e
wird dabei als hypothetische, nicht beobachtbare Zufallsvariable
aufgefaht; in unserer Schreibweise Y ~ (Xb;o?V) kommt er nicht
vor.

7 BEISPIEL. Modelle mit zufdlligen Effekten. In diesem Fall
lautet die grundlegende Vektorgleichung Y = 1.,u+)Ux&x : neben dem

gemeinsamen Mittelwert p beeinflussen zufallige, R&<—wertige
Effekte lber bekannte nxcy-Matrizen U, die Beobachtungen. Mit

c := ) cg und der Blockschreibweise U := [U;:..:Ux] € R" und ¢ :=
[E1":..:&x"]" kann gleichwertig notiert werden: Y = 1,u + Uf. Als
weitere Voraussetzung habe ¢ Mittelwert 0 und eine unbekannte
Streuungsmatrix T. In unserer Schreibweise ergibt sich demnach

Y ~ (1yp; UTU'). Um zu zeigen, daB ein lineares Modell in unserem
Sinn vorliegt, schreiben wir U = [ui:..:u.] als Blockmatrix seiner

Spalten u,; dann gilt
UTu' = 3 Tynuu,' + 2oy Ty (upu,"+uug')

In diesem Fall gibt es also neben dem unbekannten Mittelwert p
noch unbekannte Varianzkomponenten T, und KovarianzRkomponenten
Teyr B # V.

8 BEISPIEL. Modelle mit gemischten Effekten. Bei einem Mo-
dell mit festen Effekten wird eine beliebige lineare Zerlegung
des Mittelwerts und eine einfache Gestalt des Stdrterms voraus-
gesetzt, bei Modellen mit zufdlligen Effekten ist es umgekehrt.
Trifft beides zusammen, spricht man von einem Modell mit gemisch-
ten Effekten: Y = Xb+) Uyéy, das heiBt Y ~ (Xb; UTU').

Die Begriffe "lineares Modell" und "Modell mit gemischten
Effekten" sind gleichwertig: jedes lineare Modell (im Sinne unse-
rer Definition) kann durch geeignete Wahl von U und T zu einem
Modell mit gemischten Effekten gemacht werden. Umgekehrt haben

wir vorher gezeigt, daB solche Modelle lineare Modelle sind.
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9 BEISPIEL. Varianzkomponenten-Modelle. Eine wichtige Teil-
klasse bilden diejenigen Modelle mit gemischten Effekten, deren k
Effekte §{, paarweise unkorreliert sind und Streuungsmatrizen D&, =

oﬁ ICK haben. In solchen Modellen Y ~ (Xb; ) @fUﬂh') stellen die

zerlegenden Matrizen U.U,' selbst wieder Streuungsmatrizen dar,
und die k Komponenten o,® des Streuungsparameters sind Varianzen
und als solche nichtnegativ. Abweichend von Scheffé (1959 p.221)
und C.R. Rao (1973 pp.258,302) haben wir den Namen "Varianzkompo-

nenten-Modelle" auf diese Falle beschrankt.



Kapitel 2

DIE STREUUNGS-MITTELWERT-KORRESPONDENZ

In linearen Modellen sind quadratische Streuungsschéatzung
und lineare Mittelwertschatzung zwei Ansichten desselben Pro-
blems, das ist das Hauptergebnis dieses Kapitels. Der Weg dahin
beginnt mit einigen Aussagen der multilinearen Algebra und fihrt
zu Schatzern, die invariant sind gegenliber Verschiebungen des

Mittelwerts.

1 Quadratische Funktionen Q(y) entstehen per Definition aus
bilinearen Funktionen B(x,y), indem beide Argumente gleichgesetzt
werden: Q(y) = B(y,y). Die Zurickfilhrung quadratischer Schatzfunk-
tionen auf lineare stellt daher dasselbe Problem wie die Reduk-
tion bilinearer Abbildungen auf lineare: dies leistet der Tensor-
kalkil der multilinearen Algebra.

Fir den algebraischen Teil dieses Kapitels verweisen wir
pauschal auf Kapitel 1 in Greub (1967), flir die Streuungs-Mittel-
wert-Korrespondenz auf meine Diplomarbeit (1974) und die Folge-
arbeiten (Pukelsheim 1976, 1977).

2 Ein Tensorprodukt fiir zwei Vektorrdume V und W ist eine
bilineare Abbildung ¢ in einen Vektorraum T, so daB fir jeden
Vektorraum U und jede bilineare Abbildung B: VxW-U genau eine
lineare Abbildung L: T-U existiert mit B = Loep. Fir T wird auch
VQW geschrieben.

Im Fall V = R® und W = RP gibt es zwei kanonische Tensorpro-
dukte: das Kroneckerprodukt x@y : R"xR” - R", und das duflere
Produkt xy' : R"xRP? - R"P. Der dann existierende tensorprodukt-
treue Vektorraumisomorphismus definiert fiir eine Matrix A den

Vektor vec A durch lexikographische Anordnung der Eintrage:

vec A := (All,Alg,...,Alp,...,Anp)' : R'xRP - R H

18
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Die konsistente Erweiterung des euklidischen inneren Pro-
dukts zweier Vektoren x und y des R”"

<X, y> 1= ) XYy = X'y

ist das euklidische Produkt zweier Matrizen A und B des R™®

<A,B:> := % A,;Byy = trace AB'
Die Funktion vec erhadalt diese inneren Produkte:
(vec A) ' (vec B) = <vec A, vec B> = <A,B> = trace AB'

Zur Klammerersparnis werden wir haufig vec'A statt (vec A)'
schreiben.

3 Das Kroneckerprodukt zweier Vektoren induziert auf natir-
liche Weise das Kroneckerprodukt A @ B = [[A,;B]] zweler Matrizen
(Ben-Israel & Greville 1974 pp.41£f,119). Wir werden von den fol-

genden Rechenregeln Gebrauch machen:

A®B-CQ®D-=2C ® BD ; (A ® B)' A' ® B' ;

vec ABC = A @ C' - vec B ; (A ® B)" = A" ® B ;
rank A Q B = rank A - rank B ; RA Q B) = RA K RB

4 Mit diesen Hilfen filhren wir nun einige weitere Bezeich-
nungen fur lineare Modelle ein. FUr ein lineares Modell Y ~
(2 baxns ) tiVy) bilden wir analog zur Blockmatrlx X = [X1:..:Xp]

die Blockmatrix

2
D := [vec Vi:..:vec Vi] € Rk

Nach §2 kann jede quadratische Schatzfunktion Q(Y,Y) fir den
Streuungsparameter t faktorisiert werden mittels einer linearen
Funktion und des Kroneckerprodukts Y @ Y. Fiur dessen Erwartungs-

wert gilt: § Y Q Y = vec § YY' = vec(D Y + & Y(E Y)'"), und weiter
EY® Y=Dt +X® X -bDRDb

Demnach hadngt der Erwartungswert einer quadratischen Schatzfunk-
tion flir den Streuungsparameter t im allgemeinen auch vom Mittel-
wertparameter b ab, was aus mehreren Griinden nicht befriedigen
kann.

Denn teilt man den Stichprobenraum R" auf in den Teilraum RX

und dessen orthogonales Komplement (Scheffé 1959 p.23), dann kann
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offensichtlich derjenige Anteil der Beobachtung Y, der nach RX
fallt, als Mittelwert gedeutet werden; mithin sollte sich eine
Schatzung des Streuungsparameters nur auf den dazu komplementaren
Anteil in RIX stiitzen.

Des weiteren hat man haufig ein zweistufiges Vorgehen im
Sinn: Zunachst finde man eine Schiatzung t fiir den Streuungspara-
meter t, die den unbekannten Mittelwertparameter nicht benutzt,
und danach definiere man mit V = } t.V, ein neues Modell Y ~ (Xb;
V), um b zu schatzen.

5 SchlieBlich beschreibe die Teilmenge G des R* diejenigen
Werte t € R*, fur die Y t.Vi NND ist. Betrachtet man die Mittel-

wert-Translationen y —» y+Xb, b € RP, dann ist sowohl der Parameter
DY = D(Y+XDb) = TtV
als auch - bei Normalverteilungsannahme - die zugrundeliegende
Verteilungsklasse
{ No(Y bpxy; ¥ tVe) | b € RP, £ € G ¢ R* }

invariant gegeniber solchen Transformationen.

6 Die Forderung nach "Unabhangigkeit von b" wird folglich
formalisiert, indem man nur Schatzfunktionen zulaBt, die invari-
ant sind gegeniiber der Gruppe der Mittelwert-Translationen y -
y+Xb, b € R°. Eine maximalinvariante Statistik beziiglich dieser

Gruppe ist MY, wobei
M = I,- XX'" = Proj RX € Proj(n)

orthogonal auf das orthogonale Komplement von RLIX projiziert
(Seely 1971 p.718; Kleffe 1976 p.707).

Da jede invariante Statistik notwendig Uber die Maximalin-
variante MY faktorisiert, fihrt Reduktion durch Invarianz auf das
M-reduzierte Modell MY ~ (0; Y tMVM). Es gilt

EMY ® MY =M ® M - Dt = Dyt , mit
2
Dy :=M ® M - D = [vec MV;M:..:vec MVM] € R**k

Also wird die Klasse der 1invarianten quadratischen Schdtzfunktio-

nen fir den Streuungsparameter t gegeben durch

2
{ L -MY @ MY | L € Rx*" }
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das sind die linearen Schatzfunktionen zum Zufallsvektor MY ® MY.
Sei F := D (Y-8Y)® (Y-8Y) die n’xn’-Matrix aller zentrierten vier-
ten Momente von Y. Setzt man Fy := MM - F - M®M, dann ist Fy die
Streuungsmatrix wvon MYQMY .

7 DEFINITION. Das zum Zufallsvektor MYQMY gehdrende 1i-
neare Modell MY®MY ~ (Dyt; Fu) heiBt das abgeleitete Modell des
urspringlichen Modells Y ~ (3 bnxXg; > twVi) .

8 Schatzung des Streuungsparameters ist also eine Frage des
Standpunktes: entweder man falRt t als Streuungsparameter im ur-
springlichen Modell auf und sucht hier nach invarianten quadrati-
schen Schéatzfunktionen, oder man interpretiert t als Mittelwert-
parameter im abgeleiteten Modell und bestimmt dort lineare
Schéatzfunktionen. Dies nennen wir die Streuungs-Mittelwert-Korre-
spondenz .

Die wichtigste Auswirkung der Streuungs-Mittelwert-Korre-
spondenz ist die, daR flir lineare Modelle eine Schéatztheorie nur
fiir den Mittelwert hergeleitet zu werden braucht. Uber das abge-
leitete Modell hat man sogleich Terminologie und Methoden zur
Hand, um auch den Streuungsparameter t zu schatzen.

Andererseits kann jedes Schéatzverfahren flir t Ulber das abge-
leitete Modell auf die Schatzung eines Mittelwertparameters zu-
riickgespielt werden; wir werden das etwa bei den Henderson-Schat-
zern (§II.2.7) und bei der nichtnegativen Schatzung von Varianz-
komponenten (SIV.5.2) vormachen und gerade in diesen Fallen zu
niitzlicher Einsicht gelangen.

Das M-reduzierte Modell oder das abgeleitete Modell sind
Beispiele fur transformierte Modelle; in solchen Modellen zu den-
ken, wird weiterhin eine bedeutende Rolle spielen: Das von VY
erzeugte Modell bestimmt den Aitken-Schatzer; die von den Kro-
neckerpotenzen MY®® und MY®? und den Hadamardpotenzen MY > und
MY * erzeugten Modelle dienen zur Schatzung von Schiefe und Ex-
zel; und Q-reduzierte Modelle fithren zu nichtnegativen Schétzern

von Varianzkomponenten.



Kapitel 3

GEMEINSAME PROBLEMSTELLUNG LINEARER UND MULTILINEARER
SCHATZVERFAHREN

In diesem Kapitel beschreiben wir die verschiedenen Schatz-
verfahren fiir den Mittelwertparameter b und den Streuungsparame-
ter t: Ausgehend von der Gauss'schen Risikofunktion der mittleren
quadratischen Abweichung erdrtern wir die Reduktionen durch
Linearitat, Erwartungstreue und Invarianz und die Minimierung wvon

Norm und Varianz.

1 Als Beispiel schéatzen wir eine Linearform c'b des Mittel-
wertparameters b; analoges gilt dann iUber das abgeleitete Modell
fiir die Schatzung des Streuungsparameters t, wobei noch die in
§2.6 beschriebene Reduktion durch Invarianz hinzukommt. Unsere
Darstellung folgt der in Witting (1966 pp.25f,36f,44).

Gegeben sei ein lineares Modell Y ~ (3 bgxg; ) tiVyx) und ein
Vektor ¢ des RP, der eine zu schitzende Linearform c'b des Mittel-
wertparameters b bestimmt. Eine Schatzfunktion CT(Y) ist per Defi-
nition eine meRbare Abbildung C des Borelschen Stichprobenraumes
(R" ,8B") in die Zahlengerade (R,®B). Die Glute einer Schéatzfunktion
€(Y) wird durch die Gauss'sche Risikofunktion (mean square error)
gemessen, die die mittlere quadratische Abweichung des geschatz-

ten vom zu schitzenden Wert widergibt, wenn P € # zugrundeliegt:

R(P;8) := & |C(Y)-c'b|? =

~

= Varp C(Y) + |&C(Y)-c'b]|?

Ein lineares Modell arbeitet statt mit den einzelnen Verteilungen

PEP mit deren Parametern b und t; die Existenz einer solchen Pa-

rametrisierung reicht im allgemeinen nicht, um fir einen Schatzer

C(Y) die Varianz Varp C(Y) und den Mittelwert &p C(Y) zu berechnen.
Lineare Modelle werden charakterisiert durch lineare Zerle-

gungen von Mittelwertvektor und Streuungsmatrix. Dazu tritt an

22
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dieser Stelle die ebenso kennzeichnende Reduktion durch Lineari-
tdt: In der Klasse aller Schéatzfunktionen C(Y) wird nur die Teil-
klasse aller linearen Schéatzfunktionen (LE = linear estimator) C'Y
(¢ € R") betrachtet. Mit dieser brutalen, aber wirksamen Ein-

schrankung gilt fir die Risikofunktion:
R(b,t;C) = C' (¥ tV)C + [(X'C-c) 'b]?

2 Eine h&ufig gebilligte zweite Einschrankung bietet die
Reduktion durch Erwartungstreue: untersucht werden lediglich er-
wartungstreue lineare Schatzfunktionen (UB-LE = unbiased linear
estimator). Fur diese gilt per Definition Y = Xb = &C'Y:=c'b,
das heiBt X'C = c. Damit verschwindet in der Risikofunktion mit

dem zweiten Summanden auch die Abhd&ngigkeit von Db:
R(t; C) := Vary €'Y = C' (¥ t V) C

3 Dieses Risiko 1laBt sich nach oben abschatzen, indem man

die Matrixnormungleichung [|AB| < [|A]| - |IB|| verwendet:
R(£;8) = 1T &tV CIF < (@ v * 17 - NIl

Der Streuungsparameter t ist nicht bekannt, und es liegt nahe,

den von t unabhangigen Ausdruck ||G]|* zu minimieren. Diese Losun-
gen nennen wir erwartungstreue lineare Schdtzfunktionen von

Rleinster Norm (MN-UB-LE = minimum norm unbiased linear estimator).
Mindestens flur } tyiVx = I, sind solche Schatzer auch von kleinster
Varianz.

4 Allgemein heiRen erwartungstreue lineare Schatzfunktionen,
die in ihrer Klasse das Risiko R(t;:) minimieren, erwartungstreue
Lineare Schdtzfunktionen von Rleinster Varianz unter t (MV-UB-LE =
minimum variance unbiased linear estimator). Wenn sinnvoll, wird
der Zusatz "unter t" weggelassen. Wird die Varianz fir alle t
gleichzeitig minimiert, heilt der Schatzer von gleichmdfiig klein-
ster Varianz (UMV = uniform minimum variance) .

5 Statt wie in §2 die Klasse aller linearen Schatzfunk-
tionen auf die aller erwartungstreuen einzuschrédnken, kann man
direkt das Risiko R(b,t; C) minimieren. Um dabei einer Abhingig-
keit von dem zu schédtzenden Parameter b zumindest halbwegs zu
entgehen, wird ein Minimaxverfahren gewdhlt, das das maximale

Risiko auf der abgeschlossenen Kugel ||b[|I£B (B>0)
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~

max { R(b,t; ) | ISR } = ' (¥ t V) C + R ||X'C-c|?

minimiert. Solche Schatzer nennen wir Minimax Mean Square Error
Lineare Schdtzfunktionen (MMSE-LE) .

6 Zur Ubersicht stellen wir die beschriebenen Schétzverfah-
ren fir eine Linearform c'b, ¢ € RP, des Mittelwertparameters b
noch einmal zusammen. Ein Bindestrich deutet an, dal die Klasse
aller Schatzfunktionen, das heiRt aller meRbaren Funktionen, auf

eine Teilklasse eingeschrankt wird.

MN-UB-LE Min. Norm erw.-treue lin. Schatzfkt.

MV-UB-LE lok. Min. Var. erw.-treue lin. Schatzfkt.
UMV-UB-LE gleichm. Min. Var. erw.-treue lin. Schatzfkt.
MMSE-LE Minimax Mean Square Error lin. Schatzfkt.

Lineare Schatzfunktionen im abgeleiteten Modell sind inva-
riante quadratische Schatzfunktionen (IQE) im urspringlichen
Modell (§$82.6f). Zur Bestimmung der Varianz solcher Schatzer
missen die vierten Momente des urspringlichen Modells gegeben
sein. Durch einfache Ubertragung erhalten wir dann zur Schdtzung
einer Linearform g't, g € R, des Streuungsparameters t die fol-

genden Verfahren:

MN-UB-IQE Min. Norm erw.-treue invar. quadr. Schatzfkt.

MV-UB-IQE lok.Min.Var.erw.-treue invar. quadr. Schatzfkt.
UMV-UB-IQE glm.Min.Var.erw.-treue invar. gquadr. Schatzfkt.
MMSE-IQE Minimax Mean Square Error inv. gquadr. Schatzfkt.

7 In den hier gewdhlten Namen spiegeln sich sowohl die ein-
zelnen Reduktionen wie auch die genauen Eigenschaften der Schatz-
verfahren wider. In der Literatur werden haufig andere Bezeich-

nungen benutzt; der Zusammenhang ist der folgende.

MN-UB-LE Kleinste-Quadrate-Schatzer, ordinary (simple)
least squares estimator, OLSE, SLSE

MV-UB-LE best linear unbiased estimator, BLUE

UMV-UB-LE Gauss—-Markoff-Schatzer, GME

MMSE-LE best linear estimator, BLE, Ridge estimator,

minimax estimator
MN-UB-IQE min.norm quadr.unbiased estimator, MINQUE
MV-UB-IQE best quadratic unbiased estimator, BQUE
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8 In Teil II werden die besten Schatzer flir die genannten
Verfahren angegeben. Es wird sich herausstellen, daR diese Schat-
zer formal auch dann existieren, wenn keine Erwartungstreue mog-
lich ist; man kann zeigen, daBR sie allgemein die Verzerrung
(Bias) ||Xx'G-c||* minimieren und somit die Eigenschaft der Erwar-
tungstreue ersetzt wird durch die Minimierung des Bias (MB). Die
oben angegebenen Schatzer werden dadurch zu MN-MB-LE etc.; dabei
entspricht der MV-MB-LE dem best linear minimum bias estimator
(BLIMBE) von C.R. Rao (1973 pp.306f).

Fir Bayes-Verfahren wird auf die Arbeit von Kleffe & Pincus
(1974) verwiesen. Gnot, Klonecki & Zmy$lony(1976) untersuchen
erwartungstreue Streuungsschatzer mit gleichmdRig kleinster Vari-
anz, ohne vorher durch Invarianz zu reduzieren. C.R. Rao (19706)
gibt eine Ubersicht iilber Minimax-Verfahren in linearen Modellen.

Plackett (1972) dokumentiert mit Briefen von Gauss und
Legendre, was aus heutiger Sicht iber die Entstehung der Methode
der kleinsten Quadrate rekonstruiert werden kann.

9 Eine quadratische Sché&tzfunktion §' - MY @ MY fir eine
Linearform g't des Streuungsparameters wird iblicherweise als
quadratische Form (MY)'A(MY) geschrieben. Aus den Rechenregeln fir
das Kroneckerprodukt (§§2.2f) folgt G' - MY ® MY = < G,MY @ MYy >
und Y'MAMY = trace AMY (MY)' = <A,MY(MY)'>. Wegen G' = vec A wird
die Ubertragung von Eigenschaften zwischen § und A dann beson-
ders einfach, wenn diese Eigenschaften durch innere Produkte be-
schrieben werden; als Beispiel fihren wir ohne Beweils den folgen-

den Satz idber Erwartungstreue an.

10 SATZ. (Erwartungstreue)

Gegeben sei ein Llineares Modell Y ~ (3 buxg; ) t«Vx) mit den
Bezeichnungen von S2.6.

(a) Sei c € R”. Es ist C'Y eine erwartungstreue LlLineare
Schédtzfunktion fiir c'b genau dann, wenn X'<C = c, oder dquivalent:
fur alle m = 1,..,p: <C,xy> = Cy

(b) Sei ¢ € RP. Es ist c'b erwartungstreu linear schdtzbar
genau dann, wenn c € (R X', oder dquivalent: c liegt im Bildraum der
zu den p zerlegenden Vektoren x, gehdrenden Gramschen Matrix X'X =

(( <Rnyxe> )) .
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(c) Alle Linearformen von b sind erwartungstreu Llinear
schdtzbar genau dann, wenn die Gramsche Matrix X'X nicht singuldr
ist, oder dquivalent: die zerlegenden Vektoren x.,..,x, sind
Linear unabhdingig.

(d) Sei g € R*. Es ist (MY)'A(MY) eine erwartungstreue inva-
riante quadratische Schdtzfunktion fiir g't genau dann, wenn
Dy'-vec A = g, oder dquivalent: fir alle x=1,..,k: <A,MVKM> = Q.

(e) Sei g € R*. Es ist q't erwartungstreu invariant quadratisch
schdatzbar genau dann, wenn g € (RDy', oder dquivalent: g Lliegt im
Bildraum der zu den k zerlegenden Matrizen MV.M gehdrenden Gramschen
Matrix Dy'Dy = (( <MVM,MV,M> )).

(f) Alle Linearformen von t sind erwartungstreu invariant
quadratisch schédtzbar genau dann, wenn die Gramsche Matrix Dy'Dy
nicht singulédr ist, oder dquivalent: die zerlegenden Matrizen MViM, ..,

MViM sind Linear unabhdngig.

11 Neben den Invarianziberlegungen, die in §2.6 zur Defini-
tion des Projektors M fihrten, bestimmt M auch die Menge aller
erwartungstreuen linearen Nullschatzer. Denn nach Satz 10 (a) ist
C'Y genau dann erwartungstreu fir Null, wenn X'C = 0, das heiBt
C E RX' = NX = RM (Ben-Israel & Greville 1974 p.64). Der lineare
Raum aller erwartungstreuen linearen Nullschédtzer ist also gleich

{ C'Y | CT€ RM }. Definieren wir analog zu M die Projektoren

N := I.2-DyDy' = Proj RiDy ; Ny :=M®M - N ;

dann ist der lineare Raum aller erwartungstreuen invarianten
quadratischen Nullschédtzer gleich { Y'AY | vec A € RNy }

12 BEISPIEL. Heteroskastische Varianzen. In diesem Modell
(§1.1) wie in solchen mit zufadlligen Effekten (§1.7) tritt nur
die einfache Mittelwertzerlegung 1l,pu auf. Es lohnt sich, die zu-
gehorigen GrohRen besonders zu kennzeichnen, und wir tun dies mit

dem Index n:

Jn 1= 1nln' ; J, :=nld, ; M, := I, - J,
J, und M, sind Projektoren, die einen Vektor y "mitteln": J,y =
v.1l,, beziehungsweise "zentrieren": Myy = v — V.1,

Fir das Modell mit heteroskedastischen Varianzen sei
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der Vektor der relativen Beobachtungshdufigkeiten: ay =ny/n. Dann
gilt fir die Gramsche Matrix der k zerlegenden Matrizen M, - Diag

[O:IHK:O] - Mp:
Dy'Dy = (n-2)Diag a + aa' ,

und diese Matrix ist genau dann nicht singular, wenn k = 1 und
n > 1, oder wenn n > 2 und alle ny, 2 1. Der fir mehrere Varianz-
komponenten (k > 1) zutreffende zweite Fall wird im folgenden zu-

grundegelegt, man erhalt dafir

(Diag a)™* - ——— 7,

' -1 _
(D ' Du) ol )

2
n-2
Wir setzen das Beispiel in §II.1.9 fort.

13 Insgesamt haben wir an ein lineares Modell Y ~ (3 bgXgs

> tyVx) die folgenden gebundenen Variablen geknlpft:

X [X1:..0Xp]

D = [vec Vi:..:vec Vil ; Dy =M QM- D ;
M = Proj RIX = I, - X(X'X) X' ,

N = Proj RDy = I,2 — Dy(Du'Dy) Du'; Ny =M @ M - N ;
X'X 1= (( x2'%0 ))

Du'Dy = (( trace MViMV, ))

Die paarige Anordnung laRt augenfallig zu Tage treten, daB der
jewells erste Begriff der Mittelwert- und der zweite der Streu-
ungsschatzung zugeordnet ist. Diese Parallelitat wird im zweiten

Teil weiter ausgebaut.
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Teil 1T

SPEZIELLE LINEARE UND MULTILINEARE SCHATZVERFAHREN
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Kapitel 1

SCHATZUNG DES MITTELWERTS

In diesem Kapitel geben wir beste Schatzfunktionen fir die
in Kapitel I.3 begrindeten Verfahren der erwartungstreuen linea-
ren Schatzung von kleinster Norm oder Varianz und Minimax Mean

Square Error linearen Schatzung an.

1 Vorausgesetzt sei ein lineares Modell Y ~ (3 baXng; > twVi)
und eine erwartungstreu linear schdtzbare Linearform c'b des Mit-
telwertparameters b. Die Varianz wird minimiert fir einen festen
Wert t € R* des Streuungsparameters; setzen wir V := ) t,Vy, dann
beschranken wir uns also auf das Modell Y ~ () bgxg; V), oder
etwas allgemeiner Y ~ (Y buxy; o°V).

Eine zusammenfassende und vergleichende Diskussion zur Mit-
telwertschatzung fihrt Zyskind (1975 pp.653-661). Die folgenden
beiden Sédtze konnen bewiesen werden mit dem Projektionssatz in
Drygas (1970 p.37), dem Satz von Lehmann-Scheffé (C.R. Rao 1973

p.317) oder unter Verwendung generalisierter Matrixinverser.

2  SATZ. (Minimum Norm erwartungstreue Schdtzer fir c'b)

Gegeben sei ein Lineares Modell Y ~ (Y buxy; o°V) und eine er-
wartungstreu Linear schdtzbare Linearform c'b, c € R", von b.

Es gibt genau eine erwartungstreue Lineare Schédtzfunktion von
kleinster Norm (MN-UB-LE) C'Y fir c'b, und dafir gilt:

(a) €'Y = c'X'Y ;

(b) B'Y c'b mit beliebiger Lésung b der "Normalgleichung"

X'xb = X'Y ;

(c) © =Y Aux, mit beliebiger Lbésung A\ der Gleichung X'Xx = c.

3 SATZ. (Minimum Varianz erwartungstreue Schétzer fiir c’b)
Unter denselben Voraussetzungen wie im vorigen Satz setze
B := X' - X'V(MVM) "
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Fiir beliebige z € R" ist c'BY + z' (M-MVM(MVM) )Y eine erwar-
tungstreue lineare Schdtzfunktion von Rleinster Varianz (MV-UB-LE) flr
c'b. Der Vielfachheit erzeugende Term M-MVM (MVM)' verschwin-
det genau dann, wenn y € RX+QRV fir alle y € R"; 1in jedem Fall ist (M-
MVM (MVM) *) Y fast sicher 0.

4 Die ausschlieRliche Verwendung von Moore-Penrose Inversen
wie in Albert (1973) erleichtert es, die Ergebnisse geometrisch zu
interpretieren. Die Bedingung y € RX+RV besagt, daB jede mog-
liche Stichprobe y € R" durch die Annahme des Modells Y ~ () buxy;
V) erfaft wird. - Die drei Summanden c'X', c'X'V(MVM)', z'(M -

MVM (MVM) ¥) sind orthogonal zueinander, so daB c'BY unter allen
MV-UB-LEn zusédtzlich die Norm minimiert; im folgenden nennen wir
c'BY "die" erwartungstreue lineare Schatzfunktion von kleinster
Varianz. - Die Zerlegung c'X'Y-c'X'V(MVM)'Y kann so gesehen wer-
den, daB der erwartungstreue Schidtzer von kleinster Norm c'X'Y
um einen mit der Streuung V gewichteten Term korrigiert wird
(Zyskind 1975 pp.660f) .

5 Nach dem Satz von Lehmann-Scheffé (C.R. Rao 1973 p.517)
ist eine erwartungstreue lineare Schatzfunktion €'Y genau dann
von kleinster Varianz, wenn sie unkorreliert ist mit allen Null-
schatzern, das heiRt MVC=0, oder &dquivalent VE € RX (Zyskind 1975
P.653).

Im Spezialfall V = I, ist demnach die erwartungstreue lineare
Schatzfunktion von kleinster Norm auch von kleinster Varianz.
Allgemein ist das genau dann der Fall, wenn (RVXCHRX, oder aquiva-
lent RVMCRM dies 1l&Bt sich so interpretieren, dabk die mit V ge-
wichtete Korrektur auf RM nichts zur Mittelwertschatzung bei-

tragt: V(RM) c RIX.

6 SATZ. (Spezielle Darstellungen fir B)

Unter denselben Voraussetzungen wie 1in Satz 2 gilt fir die
Matrix B aus Satz 3:

(a) B = X' © RUVX CcRX

(b) B = (X'VX)'X'V' & QRX cRvV

7 Zur Deutung der Aussage (b) betrachtet man das mit der
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Inversen der Quadratwurzel (Ben-Israel & Greville 1974 p. 121) von
V transformierte Modell VY ~ (V¥Xb;oc?VVv') (C.R. Rao 1973 p. 221).
Dieses Modell nennen wir Aitken-Modell, da hier die erwartungs-

treue lineare Schatzfunktion von kleinster Norm dieselbe ist wie

der Aitken-Schdtzer:
(VX)) " vHYy= (X'V'X) X'VTY
Den rechten Ausdruck erhdlt man dabei auch als Losung der mit V

gewichteten Normalgleichung:
X'V'xb = x'V'Y
Minimax Mean Square Error lineare Schatzfunktionen werden in

dieser Arbeit nicht weiter auftreten, doch seien sie der Voll-

standigkeit halber angegeben (vergleiche C.R. Rao 1976).

8 SATZ. (Minimax Mean Square Error Schdtzer fiir c'b)

Unter denselben Voraussetzungen wie in Satz 2 und mit der Ma-
trix B aus Satz 3 gilt fir alle B > 0:

Eine Llineare Schdtzfunktion fir c'b, die unter V den maximalen
Mean Square Error auf der Kugel |b]| £ B minimiert (MMSE-LE), 1ist
c' (I,+B°BVB') 'BY; sie ist fast sicher eindeutig.

9 BEISPIEL. Heteroskedastische Varianzen. Nach $§I.3.12 ist nu
erwartungstreu linear schéatzbar. Die erwartungstreue lineare
Schatzfunktion von kleinster Norm ist gerade das Stichprobenmit-
tel Y.., die von kleinster Varianz unter o,?,..,0x° der Aitken-
Schatzer dJZ YK/Gﬁ mit dem Divisor d := } nK/Oﬁ. Schrumpft man
den Aitken-Schitzer um den Faktor d/(B?+d) < 1, erhilt man den
MMSE-LE (R 2+d) 'S Y. /og’.

Nach Satz 6(a) ist das Stichprobenmittel genau dann von
kleinster Varianz, wenn alle k Varianzkomponenten gleich sind:.
0,2 = =+ = 0’ Ist eine solche Annahme unberechtigt, dann liegt es
nahe, die unbekannten Varianzkomponenten oﬁ durch Schatzungen zu
ersetzen.

Das Beispiel wird in $IV.1.2 fortgesetzt.



Kapitel 2

SCHATZUNG DER VARIANZ-KOVARIANZ-KOMPONENTEN

In diesem Kapitel wenden wir die Streuungs-Mittelwert-Korre-
spondenz an, Ubersetzen damit das vorige Kapitel tber Mittelwert-
schatzung und erhalten so auf einfache Weise eine abgerundete

Theorie der Streuungsschéatzung.

1 Vorausgesetzt sei ein lineares Modell Y ~ (3 baXng; > twVi)
mit M-reduziertem Modell MY ~ (0; > tiMViM) und abgeleitetem Mo-
dell MY @ MY ~ (Dyt; Fu), siehe S§SI.2.6f. Ferner bestimme g € R*
eine erwartungstreu invariant quadratisch schd&tzbare Linearform
g't des Streuungsparameters t. Wie schon flur Satz I.3.10 (Erwar-
tungstreue) identifizieren wir flur eine quadratische Schatzfunk-
tion Y'AY den Vektor vec A mit §; die Streuungs-Mittelwert-Korre-
spondenz I.2.8 lUbertradagt dann die Ergebnisse der Mittelwert-
schatzung ilber das abgeleitete Modell in eine Theorie der Streu-

ungsschatzung.

2 SATZ. (Minimum Norm erwartungstreue Schdtzer fir q't)

Gegeben sei ein Lineares Modell Y ~ (3 buxy; > t«Vx) und eine
erwartungstreu invariant quadratisch schédtzbare Linearform q't,

g € R*, von t.

Es gibt genau eine erwartungstreue invariante quadratische
Schdtzfunktion von kRleinster Norm (MN-UB-IQE) Y'AY fir q't, und
dafiir gilt:

(a) Y'AY

(b) Y'RAY

q'Dy - YQY ;
q't mit beliebiger Lésung t der "Normalgleichung"

Dy'Dyt = Dy'-YQY ;
(c) B =Y tMV.M mit beliebiger Lésung A der Gleichung

DM'DM)\. = g

34
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3 SATZ. (Minimum Varianz erwartungstreue Schdtzer fiir g't)
Unter denselben Voraussetzungen wie im vorigen Satz setze
T := Dy - DuEu(NEWN)' mit bekannten vierten Momenten Fy von MYQMY .
Fiir beliebiges z € R ist q'T -MY®MY + z' (N-NF,N (NFyN) ")
MYQMY eine erwartungstreue invariante quadratische Schdtzfunktion
von Rleinster Varianz (MV-UB-IQE) unter Fy flr g't. Der Vielfach-
heit erzeugende Term N-NFuN (NF,N)' verschwindet genau dann,
wenn My@My € RDw+RFy fir alle y € R"; in jedem Fall 1ist (N-
NEWN (NFyN) 7)) - MY@MY fast sicher O.

4 Die Satze 1.6 und 1.8 fithren offensichtlich zu weiteren
Analoga bei der Streuungsschatzung (Pukelsheim 1976). Als grund-
legender Unterschied zur Mittelwertschatzung erscheint jedoch die
Annahme funktionaler Unabhé&ngigkeit wvon Mittelwertvektor und
Streuungsmatrix hier nicht mehr gerechtfertigt. Unter Normalver-
teilungsannahme sind fiir eine invariante quadratische Schatzfunk-
tion Y'AY Erwartungswert und Varianz Uber die Streuungsmatrix
DY gekoppelt:

& Y'AY = trace A (DY) ; Var Y'AY = 2 trace A(DY)A (DY) .

Fiir den folgenden Satz ibernehmen wir die so berechneten vierten

Momente
DY =V = Fy =2 MVMQMVM,

ohne weiter von der Normalverteilungsannahme Gebrauch zu machen.
Dies haben wir in $I.1.5 "Quasinormalitat" genannt. Bei der An-
gabe von Fy wurde eine Vereinfachung vorweggenommen, die wir erst
in §3.6 rechtfertigen werden.

Andererseits erdffnet die Koppelung von Mittelwert und
Streuungsmatrix die Mdglichkeit, die Existenz einer erwartungs-
treuen invarianten quadratischen Schatzfunktion mit gleichmalig
kleinster Varianz (UMV-UB-IQE) an Hand der k zerlegenden Matrizen
MV M zu charakterisieren. Eine elegante Formulierung fand Seely
(1971); ihm folgend heiBt ein Teilraum B des linearen Raumes
Sym(n) der symmetrischen Matrizen quadratisch, wenn B mit einer
Matrix V auch das Quadrat V? enthdlt. An einem erzeugenden System

B, von B kann man diese Eigenschaft leicht erkennen: B ist genau
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dann quadratisch, wenn (V+W)? € B fiir alle V,W € B;.

5 SATZ. (Erw.-treue Schdtzer von glm. RL. Var. fir t)

Gegeben beil ein quasinormales Lineares Modell Y ~ (5 buxy;

ST t«Vy) . Die k zerlegenden Matrizen MV,M seien Linear unabhdngig, und
der von ihnen aufgespannte Teilraum B enthalte M.

(a) Wenn eine erwartungstreue invariante quadratische Schdtz-
funktion von gleichmdfSiig kleinster Varianz (UMV—UB—IQE) fir t
existiert, dann ist sie eindeutig bestimmt und gleich der erwar-
tungstreuen invarianten quadratischen Schédtzfunktion von kleinster
Norm (MN—UB—IQE) fir t.

(b) Sie existiert genau dann, wenn B quadratisch 1ist.

BEWEIS. (a) Da die MVM linear unabhadngig sind, ist jede
Linearform von t (I.3.10.f) und damit auch der Vektor t erwar—
tungstreu invariant quadratisch schatzbar. MEB ist eine zuldssi—
ge Streuungsmatrix; unter ihr ist die MN—-UB-IQE als einziger
Schatzer von kleinster Varianz (Satz 3; Satz 1.6.a im abgeleite—
ten Modell) und folglich der einzige Kandidat fir die UMV-UB-IQE.

(b) Der von den MViM aufgespannte Raum B ist im wesentli—
chen der Bildraum von Dy, genauer: RDy = vec B. Als B aufspannende
Teilmenge B; wahlen wir den konvexen Kegel aller NND Matrizen in
@B. Die MN-UB-IQE ist per Definition von gleichmé&Rig kleinster
Varianz, wenn sie unter jedem V € B; die Varianz lokal minimiert.
Wenden wir Satz 1.6 (a)auf das abgeleitete Modell an: R 2 VRV - Dy
C RDy, dann erhalten wir als notwendige und hinreichende Bedin—
gung:

(%) VVEB, YWEB: VWV ERB.

Ist einerseits B quadratisch, so folgt (*). Gilt andererseits
(*), dann liegt fur jedes VERB, das Quadrat V? = VMV in ®B; als kon—
vexer Kegel enthdlt B; mit zwei Matrizen V und W auch deren Summe
V+W: B ist quadratisch. °
Mit der jetzt verfligbaren Theorie kdénnen gangige Schatzer
auf einfache und schnelle Art gerechtfertigt werden.
6 BEISPIEL. Varianzkomponenten-Modelle. In den folgenden vier
Modellen (Corbeil & Searle 1976b pp.782—785) werden die Effekte



pro Gruppe und Untergruppe etc. gleich haufig beobachtet; dies
ermoglicht die erfolgreiche Verwendung des Kroneckerprodukts.
AuBerdem benutzen wir die Matrizen J,, J, und M, aus §I.3.12.
Fir die vier Modelle geben wir der Reihe nach an

- die Komponentengleichungen,

- die Vektorgleichung,

- die Darstellung als lineares Modell,

- den Projektor M,

- die k zerlegenden Matrizen MViM und
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- den Raum B, aufgespannt durch paarweise orthogonale Projektoren.

(a) Einfache balancierte Zerlegung mit zufdlligem Effekt.

Yig = 1 + o5 + ei5 5 i=1,..,a; j=1,..,n
Y = 1p + I.®1, -a + e
Y ~ (laap; 00 I.QJ, + o I.QI,)
M= My = L.QMy + M.®Jp
Man* Ta®Jn " Man = Ma®J,,
B = span { I.QM.; M.®J,}
(b) Zweifache balancierte hierarchische Zerlegung mit zufdlli-
gem Effekt.
Yise = 0+ o + Biy toeiqel i=1,..,a; j=1,..,b; =1, ..,n

Y = 1o + I.Q®1Q1, o + I.QIR®1, B + e

Y ~ (Lol O La®@Jp®@Jn + 0p L®I®J, + 0° L.OI®I,)
M = Mapn = L.QI,QM, + L.OMRT, + M.QTp,QT,

Mapn * 1a@JIp®Jn * Mapn = Ma® IR,

Mapn *© Ta®Ip@Jn Mapn = I.QMQJ, + M.®T,QJ,

B = span { M.QJIp,QTy; I.QMQT,; I.QI,QM, }

(c) Zweifache balancierte gekreuzte Zerlegung mit gemsichten
Effekten ohne Wechselwirkung.
Yiqe = 1 + o5 + B35 + eiqer i=1,..,a; j=1,..,b; £=1,..,n
Y = lopap + I.®1®1, o + 1.QI®1, - + e
Y o~ ([Llapn: L®Lonl [A]7 0p” J.QI®Jn + 0 L.OI®I.)
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M = Ia®Mbn = Ia®Ib®Mn- + Ia®Mb®J_n
M- Ja®Ib®Jn ‘M = Ja®Mb®Jn
B = span { J,QM,QJTp; I.QI,®My+M. QM QT }

(d) Zweifache balancierte gekreuzte Zerlegung mit gemsichten
Effekten mit Wechselwirkung.
Yisp = @ + ox + By + (aB)is + eiqes i=1,..,a; j=1,..,b; =1, ..,n
Y = lopap + I.®1pQ1n co + 1.QIQ®1, - + I.QI®1, - (af) + e
Y o~ ([Llapn: L®Lonl [ 05°0.QI®Tn + 00’ I.®I®Jn + 0" I.QIQ1Is)
M= LOILQM + I.OMQJ,
M+ J.®I,®Jn M = J.0M&J,
M: T.®I,®Jn M = IT.0MK I,
B = span { J,QOM®Jpn; IT.QIo@M.; M:QMQJy}

In allen vier Modellen ist B ein quadratischer Teilraum sym-
metrischer Matrizen (Seely 1971 p.714). Nach Satz 5 ist die er-

wartungstreue invariante quadratische Schatzfunktion
£ = (Dy'Dy) 'Dy'-Y®Y

von gleichmalRig kleinster Varianz. Bei zusatzlicher Normalvertei-
lungsannahme ist die Statistik Dy':YQ®Y vollstdandig und suffi-
zient fiir t (Seely 1971 p.716) und t von gleichmdBig kleinster
Varianz unter allen erwartungstreuen invarianten Schatzfunk-
tionen, ohne Beschrankung auf die quadratischen. Zudem werden wir
mit Satz III.2.4 beweisen, daB t gleich dem invarianten Maximum
Likelihood Schatzer (REML) von t ist; Corbeil & Searle (1976Db)
zeigen, dabl letzterer derselbe ist wie der klassische Varianz-
analysen-Schatzer:

Ein quadratischer Teilraum B = span { MViM,..,MViM } sichert
paradiesische Verhaltnisse zum Schatzen der Varianz-Kovarianz-
Komponenten: Alle wichtigen Schatzverfahren fallen zusammen und
stimmen mit dem einfachsten iberein, bei dem im abgeleiteten Mo-
dell die Methode der kleinsten Quadrate angewendet wird.

Ahnlich wie hier werden wir in den beiden ndchsten Kapiteln

transformierte Modelle benutzen, um Schiefe und ExzeB zu schatzen.
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7 EXKURS. Henderson-Schdtzer. Nach herkémmlicher Art werden
die Varianz-Kovarianz-Komponenten mit einem der drei Henderson-
Verfahren geschatzt, die sich bei balancierten Modellen zum ge-
rade erwahnten Varianzanalysen-Schatzer vereinfachen. Die Hender-
son-Schatzer werden nach folgendem Rezept gefunden (Searle 1968
p.749): "ALL of Henderson's three methods involve (i) calculating
mean squares of some kRind, (i1) obtaining their expectations, and
(ii1) solving Llinear equations 1in the unknown variance components,
derived from equating calculated mean squares to their expected
values."

Als eine grundlegende Konsequenz der Streuungs-Mittelwert-
Korrespondenz besitzt jedes Verfahren zur Mittelwertschatzung ein
Gegenstiick bei der Streuungsschatzung und umgekehrt. Formuliert
man das zitierte Rezept zum Gebrauch fir die Mittelwertschatzung,

so wird die willkiirliche Vorgehensweise und mangelhafte theore-

tische Fundierung vollends deutlich: (i) Wa&hle einige Linearfor-
men in Y. (Wir setzen sie zeilenweise zu einer Matrix L zusammen,
L € R*.) (ii) Berechne den Mittelwert: LY = LXb. (iii) Streiche

das & weg, setze einen Hut auf b und lése die Gleichung LY = Lxb
nach b auf!

Eine derart verkiirzende Faustregel kann einer reifen Theo-
rie wenig helfen: nichts sichert, dahk die Gleichung LY = LXb -
erstens - losbar ist und - zweitens - erwartungstreue Schatzer
b liefert. Zwar konnten diese kritischen Punkte genutzt werden,
um die anfangliche Wahl der Linearformen zu motivieren, statt
dessen werden sie zumeist gar nicht beachtet - wie Seely (1970
p.1744) kritisiert. Und wie die Diskussion zu Searle's Uber-
sichtsartikel (1968 pp.779f) erkennen 1laRt, bleibt wenig mehr als
Willkiir, was die Henderson'schen Verfahren und die an ihrem Be-
ginn stehenden quadratischen Formen bestimmt.

Jedoch sollte man nicht verkennen, daR heuristische Uberle-
gungen und durch Erfahrung geschulte Intuition "for balanced data
the 'obvious' quadratic forms to use" (Searle 1971 p.389) gefunden
haben, und die Beispiele von §6 betonen, daB fiir den sich dann
ergebenden Schatzer mehrere und winschenswerte Optimalitatseigen-

schaften nachgewiesen werden konnen.



Kapitel 3

SCHATZUNG DER SCHIEFE

In diesem Kapitel zeigen wir, wie analog zur Verwendung des
Kroneckerquadrats im abgeleiteten Modell der Ubergang zu dritten
Kroneckerpotenzen Schatzfunktionen fiir die Schiefe liefert; eine
Teilklasse wird nicht mit dem Kronecker-, sondern mit dem Hada-
mardprodukt behandelt.

1 Anscombe (1961) untersucht fir das klassische Normalmo-
dell Y ~ N, (Xb; Oﬁg) die Frage, wie Abweichungen von der Normal-
verteilungsannahme entdeckt werden konnen. Er folgt dem Vorgehen,
die Schiefe y; und den ExzeB vy, zu schatzen und die erhaltenen
Werte mit denen unter einer Normalverteilung, namlich v; = vy, = 0
zu vergleichen. Dabei sind Schiefe und ExzeB fiir eine reellwerti-

ge ZufallsgroRe Y; so definiert:

Yl -E Yl _ [Y1—8Y14 3
VVar Yq ! Y2 o VvaryYq

2 Fir dieses Kapitel und das nachste sei ein lineares Mo-
dell Y ~ (Xb; oﬁ;) mit der zusatzlichen Annahme versehen, daB Y
unabhdngige Komponenten mit gleicher Schiefe y; und gleichem Ex-
zeB vy, habe; wir nennen dieses Modell kurz ein Rlassisches Modell.
In diesem Kapitel beschadftigen wir uns mit der Schatzung der
Schiefe. Sie soll mit einem homogenen Polynom dritten Grades und
unabhdngig vom Mittelwert geschatzt werden. Nach Reduktion durch
Invarianz rechnen wir also im M-reduzierten Modell (§I.2.6)
Zz == (0; o°M). Die Klasse aller homogenen Polynome dritten
Grades in Z sei I, die Teilklasse, bei der Z nur in reinen Kuben
71%, ey T

tionen wird auf die Klassen I'; und ¢; beschrankt.

vorkommt, sei (¢1; die Suche nach besten Schatzfunk-
Es wird sich herausstellen, daBl die optimalen Schatzfunk-

tionen noch von der unbekannten Varianz o° abhangen. Um zu prak-

tikablen Ergebnissen zu gelangen, bieten sich zweil Auswege:

40
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Entweder man schatzt statt der Schiefe vy; das dritte Moment p; :=
o’y: und kann die gefundenen Optimalitdtseigenschaften dann aus—
nahmslos Ubernehmen. Oder man besteht auf der Schatzung der
Schiefe yi und ersetzt o durch eine Schatzung, zerstdort dann aber
die bewiesene Optimalitat.

3 Die Komponenten der dritten Kroneckerpotenz 783 .= ZQR7ZR7Z
bestehen gerade aus den n’ gemischten dritten Potenzen von Zi,..,
Zn, sSo daB ein homogenes Polynom dritten Grades als Linearform
w'z®3 geschrieben werden kann. Kommen nur reine Kuben AR
vor, dann liegt eine Linearform der dritten Potenz des Hadamard—
produkts (Styan 1973) 2° := 2*2*7Z = (Z1°,..,%2,°)"' vor:

o= { w'z® | weR™ } ; G o= { w'z? | weR" }

Bei den Erfahrungen mit der Streuungs—Mittelwert-Korrespon-
denz leuchtet ein, hier die wvon z®3 und z°° erzeugten Modelle zu
untersuchen. Dieses Vorhaben wird dadurch erleichtert, daB die
Hadamardpotenz mit einer linearen Transformation aus der Kro—

neckerpotenz hervorgeht; definieren wir namlich
xn3 wnd
Hy := 3 e,(e,'®) € R™ , Hy :=73 e, (e,'®) € R ,

wobeili e, der v—te euklidische Basisvektor (0,..,0,1,0,..,0)
des R" ist, dann gilt: Hsz®® = 7273, H,z®* = 727°,

Zunachst berechnen wir die Erwartungswerte.

4 HILFSSATZ. Fiir ein Rlassisches Modell gilt:

(a) 628° = M® (3 e,®°)c’y: ; 627 = M7l.00vy

(b) In T, oder ¢, existiert eine erwartungstreue Schdtzfunk-
tion fiir v, genau dann, wenn y M,,> # 0

BEWEIS. (a) Setze U := o&(Y—éY). Dann haben die unabhdngigen
Komponenten von U Mittelwert 0, Varianz 1 und Schiefe vyi;. Also
verschwindet der Erwartungswert flir Potenzen der Art U;U,Usz und

LMZUZ; fir U13 ist er vi.
Ez®° = EMY)®° = IMR’EU®® = M (T e, ®7) vy ,

und Transformation mit Hs liefert den Erwartungswert fir AR
(b) M ist NND (Styan 1973 p.221). Daher verschwindet M*31n
genau mit (M*3)l/21n oder ln'M*31n = 3 wa. °
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5 Wir werden die Varianz lokal unter Normalverteilungsan-
nahme minimieren. Um die dazu notwendigen sechsten und im néch-

sten Kapitel die achten Momente lbersichtlich darzustellen, lohnt

3
die Beobachtung, dab z®3; nicht nur im R", sondern schon im

Cﬁiﬂ)—dimensionalen Teilraum aller symmetrischen dritten Kro-

neckerpotenzen liegt.

Genauer benutzen wir fir p-te Kroneckerpotenzen QFR" = R"”
die folgende Terminologie (Greub 1967 pp.90f). Der Symmetrisator
s ist ein Endomorphismus des Raumes QFR" und fir das erzeugenden
System der p-fachen Kroneckerprodukte @5_,x. (x,€R") defi-

niert durch

p & p .
Is - =1 Xnp = p_' ZO‘ESP ®T[=1 XO’(H) ’

dabei ist &; die symmetrische Gruppe (Permutationsgruppe) der
Ordnung p. Die so definierte Abbildung mns ist ein Projektor, sein
Bildraum heift Teilraum der symmetrischen p-ten Kroneckerpotenzen,
seine Bilder symmetrisch. Eine lineare Abbildung L € R™ wird
symmetrisch genannt, falls L = L-ms.

Beispielsweise ist z®® = 1n,2z®° symmetrisch; bei einer
Linearform w'z®® kann daher ohne Beschrankung der Allgemeinheit
w als symmetrisch angenommen werden: w = mgw. Ein Beispiel filir
eine symmetrische Abbildung ist die Transformation H auf Hada-
mardpotenzen.

6 Mit der tensorprodukttreuen Isometrie vec (§I.2.2) macht
man sich leicht klar, daB der Symmetrisator mg die natiirliche
Verallgemeinerung des Ubergangs A — s (A+A') von quadratischen
Matrizen A zu symmetrischen ist.

Bei der Darstellung der vierten Momente Fy (§2.4) haben wir
den Symmetrisator ms lUbergangen. Ausfihrlich lauten die vierten
Momente nicht Fy, sondern mngsFumns (vergleiche Lemma 4.1 mit A, = 0
in Pukelsheim 1977). DaR ms ohne Schaden vernachlédssigt werden
kann, liegt an dreierlei: Erstens kommutieren ms und Fy, zweitens
sind die k zerlegenden Vektoren vec MVM des abgeleiteten Modells
symmetrisch, und drittens sucht man ohne Beschrankung der Allge-
meinheit nur unter Schitzern, die durch symmetrische § bestimmt

werden:

Igkuils = nskFy = Fuls ; IsDy = Dwm; Isq = g



43

Das Lehmann-Scheffé'sche Kriterium (§1.5) wie auch die Bedingun-
gen aus Satz 1.6 bleiben damit dieselben, ob man nun den Symme-

trisator ms beachtet oder nicht:
N Fynigg = 0 = NEyg = 0 ;
RDy C RugFylls = RDy © RFy;
R FyiDy € RDy &  RFyDy € RDy.

7 Wir sind nun in der Lage, die sechsten Momente von Z un-
ter Normalverteilungsannahme anzugeben. Dazu definieren wir die
(1,J)-ten euklidischen Basismatrizen E;j; = ejey', die auf Platz

(i,J) eine Eins haben und sonst iiberall Nullen, und setzen
Sp = 6M® + 3M®’YV; 5 (Ei;®E:;QEw+E;;QEQE;j+ExQEi;®E;5) M®° ;
S¢ := 6M” + 9(Diag M)M(diag M)
8 HILFSSATZ. Fiir ein quasinormales Rlassisches Modell gilt:

D7®° = 6° n.Srms ; D72 = o° S¢

BEWEIS. Der erste Teil der Behauptung ergibt sich mit den
sechsten Momenten eines N, (0; I,)-verteilten Zufallsvektors U aus
Dz®°* = ¢°M®® (DU®*)M®® und der Beobachtung, daB M®® und ns kommu-
tieren. Der zweite Teil folgt aus dem ersten mit der Transforma-
tion Hs. °

Mit derselben Begrindung wie in §6 wird im weiteren der Sym-
metrisator ms weggelassen: Sr und 1y kommutieren, der zerlegende
Vektor M® (Y e,8%) des Mittelwerts von Z®° ist symmetrisch, und
man kann sich bei den Linearformen w'Z®® in 'y auf symmetrische
w beschranken.

Alle Summanden von Sy sind NND, dies erkennt man etwa aus
Ei;QEisQExk = (ei®e;) (e5Q e5) '@erex'. Die Bedingung RX € RV aus
Satz 1.6(b) ist damit verifiziert: M® (Y e,8°) € RM®’ c R S;, denn
fiir NND Matrizen addieren sich die Bildraume (Hilfssatz IV.1.4.c).
Dies impliziert Teil (a) des folgenden Satzes, Teil (b) folgt
analog; die Teile (e), (f), (g) koénnen mit dem Lehmann-Scheffé-
schen Satz (§1.5) hergeleitet werden. Wir verzichten darauf, die

Schritte im einzelnen vorzurechnen.
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9 SATZ. (Schdtzfunktionen fiir die Schiefe v1)
Gegeben sei ein lLineares Modell Y ~ (Xb;o0%I,), 1in dem Y unab-

hdngige Komponenten mit gleicher Schiefe v, besitze. Setze m
Es sei 1,'M°1, # 0. Dann gilt fiir die §3 be-

(Mlll [y 4 Mnn) !
schriebenen Klassen T; und (1 von Schdtzfunktionen mit den in §7

definierten Matrizen Sy und Sg der sechsten Momente und 7 := MY
(a) Der Aitken-Schdtzer fiir v, im von 7®° erzeugten Modell

7® ~ (M@ (3 e,®°)c’vi; o Sp) ist
V; = (07 % e®5:°¢,®) T 3 6871528 € Ty ;
Yy, 1ist ein homogenes Polynom dritten Grades in Z7.,..,7,, erwar-

tungstreu fir vi und hat unter allen diesen Schdtzfunktionen

kleinste Varianz bei Normalverteilungsannahme .
(b) Der Aitken-Schitzer fiir v, im von Z*° erzeugten Modell

7z~ (MP1, o’yy; O° Sg) 1ist
g, = (071,'M7se™M 7L, M1 'M TSz € Gy s

gl L
g, ist ein homogenes Polynom dritten Grades mit nur reinen Kuben

7:°,.., 24>, erwartungstreu fiir yv. und hat unter allen diesen
Schdtzfunktionen kRleinste Varianz bei Normalverteilungsannahme .

(c) Der kleinste-Quadrate-Schéitzer im Modell von 7z®° ist

(0’1,'M71,) 1.2 € Gy

g, :=
g, ist ein homogenes Polynom dritten Grades mit nur reinen Kuben

2:°,.., 24>, erwartungstreu und von Rleinster Norm unter allen er-
wartungstreuen homogenen Polynomen dritten Grades in Z7i,.., 7,

Unter Normalverteilungsannahme gelten ferner:
2 Var g, 2 Var Y,

(d) var g, 2
(e) g, ist von minimaler Varianz in T, genau dann, wenn
Y oey'S¢'M 71, Sre® = p(Me,)® , p €R
(f) g, ist von minimaler Varianz in (. genau dann, wenn
(Diag M)Mm = p M1, , o =m'Mm/1,'M>1,
(9) g, ist von minimaler Varianz in T’y genau dann, wenn
o =m'Mm/1,'M"1,

. - (vec M)@Mm = p ¥ (Me,)® ,
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10 Anscombe (1961 pp.l4f) begnigt sich mit der Schéatzung
der dritten Momente u; = O%h, fir die Satz 9 entsprechend gilt
mit 03§?, 03§I und 0351, die Klassen T'; und ¢; bleiben dieselben.
Die von Anscombe (op.cit. p.4) angegebene Schitzfunktion o’g; ist
gerade unser Kleinste-Quadrate-Schatzer 0351

Fiir sein erstes Beispiel (op.cit. p.14) Y ~ ((0,1,2)'u; o°Is)
verifiziert man mit Satz 9(c), daB

3— _ 125 3
"9y = Ty L B

die Varianz wohl in (3, nicht aber in I'; minimiert. Im zweiten
Fall (op.cit. p.15) Y ~ ((0,1,2,3)"'n; o°I,) findet man, dab weder
o3§I in ¢1, noch 0351 in I'y von kleinster Varianz ist.

Besondere Aufmerksamkeit widmet Anscombe der design condi-
tion I einer gemeinsamen Mittelwert-Komponente: 1, € RX, und der
design-condition II von gleichen Varianzen der Komponenten von Z:
Mp;=+=M,, (op.cit. p.3). Unter diesen Bedingungen, bemerkt er
(op.cit. p.15), ist 03§I von kleinster Varianz in (¢;. Dies ist
richtig und folgt aus Satz 9(f), denn Mm = M;; M1, = 0; aber nach

Satz 9(g) wird die Varianz sogar in der weit grdBeren Klasse I

minimiert.



Kapitel 4

SCHATZUNG DES EXZER

In diesem Kapitel geben wir Schatzfunktionen fir den Exzel
an; dem Aufbau des vorigen Kapitels folgend, beschranken wir uns

im wesentlichen auf die Angabe der Ergebnisse.

1 Wie im vorigen Kapitel sei ein klassisches Modell (§3.2)
vorausgesetzt. Da in die Definition des ExzeB die affine Ver-
schiebung -3 eingeht, bestehen die Schatzfunktionen hier aus ho-

mogenen Polynomen vierten Grades in Zi,..,%, plus Konstante:
4
Ty, := { w'2® + ¢ | weR* , cr € R } ;
Go := { w'z2" + cc | weR” , cg € R }

Aus dem folgenden Hilfssatz errechnet man, daB bei Erwartungs-

treue fir vy, notwendig gilt:

cr = -3 o w'n, M® ¥ e,RQe,Qe,Qe, ;

4 *2
cCg = -3 0 w'm ;

dabei ist m =(Mi1,.., M) ', der Symmetrisator ms wurde in §3.5

eingefihrt.

2 HILFSSATZ. Fir ein Rlassisches Modell gilt:

(a) 8z8% = M®* (3 e,8") o'y, + 3 o m M® ¥ e.®e,®e.Qe, ;
&z** = M1, o'y, + 3 o' m™2

(b) In T, oder ¢, existiert eine erwartungstreue Schdtzfunk-

tion fir vy, genau dann, wenn der Rang von X Rkleiner als n 1ist.

BEWEIS. Die Behauptungen folgen analog wie in Hilfssatz 3.4.
Fir (b) gilt zunachst ¥ M,,* # 0, oder &aquivalent M#0, RX#R". °
Bei einem klassischen Modell wird ungeschrieben vorausge-

setzt, daB der Rang von X kleiner als n ist; folglich ist der
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Exzel vy, "immer" erwartungstreu schatzbar. Hilfssatz 2 fihrt zu
Anscombe's (1961 p.7) Gleichungen 28 und 29.

3 Fir die achten Momente definieren wir

Ap := 24 M®" + 12 M®* . ¥, .
( Ei5sQEi;QE@En + EiiQExQExQE¢ +
( EiiQE;QEx®Ew + EixQE;QE:xQE +
( Ei(®E;;QEk®Eir + Ei:i QE(QEQE;¢ ) M®*

Ae := 24 M* + 72 (Diag M) M? (Diag M).

4 HILFSSATZ. Fiir ein quasinormales Modell gilt:

Dz®* = o° nAms ; Dz = o° Ag

Der Beweis verlauft wie bei Hilfssatz 3.8. Mit der Formel
E(Y z,Y? = var 1,'2"" + (& 1.' 2" ? und den Hilfssatzen 2 und 4
kann Anscombe's (1961 p.7) Gleichung 33 verifiziert werden.

Parallel zu Satz 3.9 erhalten wir jetzt die folgenden Er-

gebnisse:

5 SATZ (Schdtzfunktionen fiir den Exzess v3)

Gegeben sei ein lLineares Modell Y ~ (Xb;o0%I,), 1in dem Y unab-
hdngige Komponenten mit gleichem Exzess vy, besitze. Setze m :=
(M11,..,Mny) '. Dann gilt fiir die S1 beschriebenen Klassen T,
und G, von Schdtzfunktionen mit den in §3 definierten Matrizen Ar
und Ag der achten Momente und 7z := MY

(a) Der Aitken-Schidtzer fiir v, im von z®* erzeugten Modell
z®* - 3 o' m, M®* ¥ ev®e Qe Qe, ~ (M®* (Y e ,®) o'v,; o® Ap) ist

. o'y e®'A"z® - 37 e® A (e,Qe1Qe,®e)) ,
Yo, 7 R4rp to ®4 € Iz ;
ey Ar'ey

Y, 1ist bis auf die Konstante ein homogenes Polynom vierten Grades
in Zi,..,%2,, erwartungstreu fir vy, und hat unter allen diesen

Schédtzfunktionen kRleinste Varianz bei Normalverteilungsannahme .
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(b) Der Aitken-Schdtzer fiir v, im von 7** erzeugten Modell
z* - 3 o' m? ~ (M1, o'vs; o° Ag) ist
_ ot 1,'M A2 - 3 1,'MAs'm™

1= m " € ;
92 1.'MMag M1, G

g, ist bis auf die Konstante ein homogenes Polynom vierten Grades

*, erwartungstreu fir v

mit nur reinen vierten Potenzen 7.%,..,7.
und hat unter allen diesen Schdtzfunktionen kleinste Varianz bei
Normalverteilungsannahme .

(c) Der Kleinste-Quadrate-Schétzer im Modell von 7z®* ist
g, = (1L,'M*1y) 7" (071,'2™ - 3m'm) € G1 ;

g, ist bis auf die Konstante ein homogenes Polynom vierten Grades
mit nur reinen vierten Potenzen z.%,..,2.%, erwartungstreu und von
kRleinster Norm unter allen bis auf eine Konstante homogenen Polynomen
vierten Grades in 7i,.., %2,
Unter Normalverteilungsannahme gelten ferner:

(d) var g, 2 Var g, 2 Var ¥V,

(e) g, ist von minimaler Varianz in T, genau dann, wenn
Yoe,'A™M 1, Are® = o(Y Me,)® , p ER

(f) g, ist von minimaler Varianz in (), genau dann, wenn (§3.5)
(Diag M)M“m = o) M1, , o = m'M“?m/1,'M“1,

(9) g, ist von minimaler Varianz in T, genau dann, wenn

e (vec M)® (vec M(Diag M)M ) = p ¥ (Me,)®* , o wie in (f).

6 Die Aussagen (e) bis (g) der Satze 5 und 3.9 a&hneln dem
Satz von Hsu (Pukelsheim 1977 Theorem 4.2). Sie variieren dasselbe
formale Problem: Wann ist der Kleinste-Quadrate-Schatzer wvon
minimaler Varianz? etc.

Wir erganzen nun die in §3.10 genannten Beispiele von Ans-

combe. Im ersten Fall ist

J— —4 625

-5 3150
92 914

914

ZZ\)4_

zwar in (@G, nicht aber in T, von kleinster Varianz. Im zweilten

Fall minimiert ﬁg die Varianz in ¢, nicht; fir §; erhalten wir:
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g, = 0 '(0.484 z,* + 0.484 2" + 0.596 23" - 0.400 Z,%) - 3.842

Im allgemeinen erfordert die Rechnung im "groBen" Modell von z®*
die Inversion einer n®xn‘-Matrix, und im "kleinen" Modell von Z"*
die Inversion einer nxn-Matrix.

Als design condition III fordern wir (vergleiche Anscombe
1961 pp.6,20), daB die Komponenten von Z bis auf Permutationen
gleiche Kovarianzen haben, genauer: die Zeilen von M seien bis
auf Permutationen einander gleich. Gelten die design-condition
IT ($3.10) und III, dann hat §; minimale Varianz in (,; denn fir
Satz 5(f) ist einerseits (Diag M)M™m = M;;° M? 1, wegen gleicher
Zeilensummen ein Vielfaches von 1,, andererseits aus demselben
Grund auch M™1,. Im Gegensatz zu §3.10 ist dies ein nichttriviales
Beispiel mit p # 0.

4

7 Wir wollen nun in §; den unbekannten Wert o ° durch eine

Schatzung ersetzen und die so erhaltene Schatzfunktion éz mit dem

Anscombe'schen Schétzer g, vergleichen. Dazu definieren wir
v := rank M = n - rank X ; d := 3 Mﬁ4

Eine iibliche und nach Kapitel 2 sinnvolle Schatzfunktion fiir o?
ist s’:= Vv'Y'MY. Schreibt man in G, einfach s fiir o°, dann geht

selbst unter Normalverteilung die Erwartungstreue verloren:
& s 1,'2™ - 3m'm = -6(v+2) ' m'm
Die diesen Fehler ausgleichende Korrektur fihrt zu
’g‘; = dt (s'Y zf - 3(v+2) Tt v m'm )
Anscombe (1961 p.7) verwendet einen anderen Divisor:

—~

g, 7 D :=d - 3[v(v+2) ][} M;ssi?]?

ola

gz =
Normalverteilungsannahme fihrt bei beiden Schéatzern zum Mittel-
wert 0, sie sind also lokal erwartungstreu. Wegen D/d < 1 hat g,
kleinere Varianz als g,. Die asymptotischen Eigenschaften sind
dieselben: fir eine Folge von Matrizen X, € R"Pn mit beschriank-

ten Rangen: sup { rank X, | n=1,2,.. } < p, gilt:

0 <1-D/d = 3 (1.'m™)?/[v(v+2)Y Mi5?]
< 3n § Mt/ [v(vH2) (8 Mis® + Tigs Mis?) ]
< 3n/[ (n-p) (n-p+2) ] - 0 fir n - =
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Dieser Vergleich spricht eher fiir die Statistik §; als flr g;.

8 Wir beschlieBen diesen Teil mit einer kurzen Riickschau.
Die Trennung der Mittelwert- und Streuungsschatzung etwa in
Searle's Buch (1971) oder der von C.R. Rao (1973) fir seine
MINQUE-Theorie eigens bereitgestellte Apparat suggerieren Unter-
schiede, wo keine sind. Also haben wir Gewicht darauf gelegt,
eine gemeinsame Grundlegung von Mittelwert- und Streuungsschat-
zung vorzufilhren. Die Starke dieses einheitlichen Aufbaus mag
man daran messen, daB er ohne Bruch die bisher abgetrennte Schat-
zung von Schiefe und Exzel mit einbezieht.

In der zweiten Halfte dieser Arbeit wenden wir uns einem
Problem zu, das an einer Stelle mit alarmierender Deutlichkeit
auffallt: der Moglichkeit, negative Schatzwerte zu erhalten filr

nichtnegative Varianzkomponenten.



Teil III

NICHTNEGATIV-DEFINITE SCHATZUNG DER STREUUNGSMATRIX
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Kapitel 1

DER FUNDAMENTALDEFEKT LINEARER MODELLE

In diesem Kapitel verstehen wir negative Schatzwerte fir Va-
rianzkomponenten als Beispiel des allgemeineren Fundamentalde-
fekts linearer Modelle. Wir unterscheiden zwei Auspragungen: die
NND Schatzung der gesamten Streuungsmatrix und die nichtnegative

Schatzung einzelner Varianzkomponenten.

1 Der Definition I.1.3 linearer Modelle Y ~ () bgxg; ) tiVy)
ist als Prazisierung beigefiigt, wieviele Parameterwerte DLERP und

t€ER" bei zugrundeliegender Verteilungsklasse & existieren sol-

len:
span EpY = span { Xi,..,Xp } ,
span WpY = span { Vi,..,Vy }
Die genaue Parametermenge und ihre lineare Hulle, etwa
EpY und span &pY

wurden im Fortgang der Theorie nicht weiter auseinandergehalten.
Demzufolge konnen die hergeleiteten Schatzfunktionen Werte lie-

fern, die zwar in der linearen Hulle span &pY, nicht aber in der
Parametermenge EpY liegen. Solche Werte sind mindestens modell-

widrig und schlimmstenfalls unrealisierbar. Dies nennen wir den

Fundamentaldefekt Linearer Modelle.

2 Beim Mittelwert kann man den Fundamentaldefekt noch "weg-
definieren", indem die Verteilungsklasse % als so groB angesetzt
wird, daB ihre Erwartungswerte selbst schon einen linearen Raum
bilden: épY = span &pY. Das ist schon nicht mehr méglich fiur die
Differenz zwischen span WY und DypY: niemals sind alle Matrizen
eines Teilraums symmetrischer Matrizen NND. Im allgemeinen
kann der Fundamentaldefekt also nicht weggeredet werden; bezig-
lich der Varianz-Kovarianz-Komponenten miissen wir sogar gleich

zwel Auspragungen unterscheiden.
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Ein lineares Modell Y ~ (3 bgxg; ) tyVy) macht genau dann
Sinn, wenn man unter Linearkombinationen der k zerlegenden
Matrizen Vy nur diejenigen zulaBt, die eine NND Summe ) t, Vi er-
geben. Folglich sollten auch die k Schitzwerte ty zusammen eine
NND Schitzung ¥ t.Vx der Streuungsmatrix liefern. Dieses Problem
behandeln wir im nd&chsten Kapitel dieses Teils.

Es ist aber auch der Fall von Bedeutung, bei dem die Neben-
bedingung nicht den gesamten Vektorparameter t, sondern einzeln
seine k Komponenten ty betrifft: Bei Varianzkomponenten-Modellen
ist jedes der ty nichtnegativ, gleiches sollte dann auch fir eine
Schitzung £, gelten. Dieser nichtnegativen Schidtzung von Varianz-
komponenten ist der gesamte Teil IV gewidmet.

In dieser Arbeit konzentriert sich unser Interesse auf die
Schatzung von Varianz-Kovarianz-Komponenten, doch zeigen wir im
letzten Kapitel IV.5 (Abschlieflender Ausblick) Verbindungen auf,
inwieweit die folgenden Untersuchungen zu einer allgemeinen L&-

sung des Fundamentaldefekts beitragen kénnen.



Kapitel 2

EINE HINREICHENDE BEDINGUNG ZUR NICHTNEGATIV-DEFINITEN
SCHATZUNG DER STREUUNGSMATRIX

In diesem Kapitel erdrtern wir, wann eine NND geschatzte
Streuungsmatrix vorliegt. Wir kénnen diese Frage nur teilweise und
im durch Invarianz reduzierten Modell beantworten: als hin-
reichend erweist sich, daB die zerlegenden Matrizen einen quadra-

tischen Teilraum aufspannen.

1 Die Aussagen dieses Kapitels betreffen nicht ein ur-
spriingliches lineares Modell Y ~ (}) bgxyg; > tgVx) sondern das
M-reduzierte Modell Z:=MY ~ (0; > tiMVM) (§I.2.6). Wir formulie-
ren zunachst das Ergebnis, rechtfertigen anschlieBend die dabei
verwendeten Ausdriicke und bereiten mit einem Satz iUber Maximum
Likelihood Schatzung unter Normalverteilung den Beweis vor, der
in §5 folgt.

2 SATZ. (Eine hinreichende Bedingung)

Gegeben seien a unabhdngige, identisch verteilte Zufallsvek-
toren Yi,.., Y, des R" mit Mittelwert ¥ b.x, und Streuungsmatrix
S t«Vx. Die k zerlegenden Matrizen MV.M seien Llinear unabhdngig,
und der von ihnen aufgespannte Teilraum B sei quadratisch und ent-
halte M.

Fur alle Realisierungen vyi,..,v., fur die im M-reduzierten
Modell die Stichprobenstreuungsmatrix S := a 'y My, (My,) ' vom sel-
ben Rang v 1ist wie M, ergibt die erwartungstreue invariante quadra-

tische Schdatzfunktion von kleinster Norm
E = (DM‘DM)_:LDM‘ vec S

eine NND Schdtzung Y t.MV.M mit Rang v fir die Streuungsmatrix
des M-reduzierten Modells.
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3 Die a Zufallsvektoren MY, kdénnen wir zu einem groRen Mo-

dell zusammenbauen:
7 i= [MYy':ee:MYL']'; Ve := Ia®@MVkM; 7 ~ (0;% txV,) .

Dafiir lautet die Normalgleichung: D'Dt = D'-ZQZ, wobei D=[vec V;:
«-:vec Vi]; das ergibt: Dy'Dyt = Dy'vec S wie 1n Satz 2.

Statt im M-reduzierten Modell kann man auch im urspringli-
chen Modell argumentieren. Dann haben wir gerade bei a unabhan-
gigen und identisch verteilten Y, ~ ( bpxg; ) tiVi) erst durch
Invarianz reduziert und danach das vergroRerte Modell von Z zu-
sammengebaut.

Es bieten sich weitere zwei Moglichkeiten an. Brown (1976

p.748) bildet erst ein vergroBertes Modell:
Y 1= [Yy{':iee:YS']'; X = 1.0X; \:7}( = I.QVy; Y ~ (Xo; ¥ tK\7K);

anschlieBend reduziert er durch Invarianz: dies fihrt nicht zu
der vorher angegebenen Normalgleichung.

Dewess (1975 p.501) arbeitet - wie in der multivariaten
Analysis - nicht mit gleichen Mittelwerten &Y, = Xb, sondern lakt

a verschiedene zu: 8Y, = Xby. Dies fiuhrt zum vergrélerten Modell

mit ¥ und V., wie vor, aber
X = 1.0X; 5 = [by'::ba"]1"; ¥ ~ (X5; 5 £ Ve)

Reduktion durch Invarianz ergibt jetzt wieder das Modell von Z.
Es ist also nicht unberechtigt, £ als erwartungstreue invariante
quadratische Schatzfunktion mit kleinster Norm zu bezeichnen.
Der folgende Satz bringt eine Aussage lber ein normales
lineares Modell, als normalverteilungsfreies Korollar enthdlt er

aber auch Satz 2.

4 SATZ. (ML-Schédtzer fir t beil quadratischem Teilraum)

Gegeben seien a unabhingige, 1identisch normalverteilte Zu-
fallsvektoren 7.,..,%2, des R’ mit Mittelwert Null und Streuungs-
matrix Y tW.. Die k zerlegenden Matrizen W, seien Linear unabhdn-
gig, und der von ihnen aufgespannte Teilraum B sei quadratisch und
enthalte eine positiv-definite Matrix. Die Teilmenge G des R* sei
das Gebiet derjenigen Werte t des Streuungsparameters, fir die

S LWy positiv-definit 1ist.
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(a) Die erwartungstreue quadratische Schdtzfunktion t mit
gleichmdfSiig kRleinster Varianz Lést die Likelihood-Gleichung. %
enthdlt die Einheitsmatrix; am einfachsten erhdlt man t© daher mit
der Stichprobenstreuungsmatrix S := a 'y Z.Z4' aus der Normalglei-
chung D'Dt = D'vec S, D := [vec Wi:--:vec Wil

(b) Wenn die Stichprobenstreuungsmatrix S positiv-definit ist
- und fir a =2 v 1ist das Lebesgue-fast sicher der Fall -, dann
ist © der Maximum-Likelihood-Schdtzer fiir t€G und Y T,W, positiv-
definit.

BEWEIS. (a) Die Likelihood-Gleichung lautet

(*) D'[ (Y W) ® (Y TuW) 17'DE = D' [ () EWe) ® (Y TuWi) 1 'vec S

(vergleiche Anderson 1970 p.4). Nach II.1.7 und II.2.4 ist (*)
gleichzeitig eine gewichtete Normalgleichung zur Aitken-Schat-
zung, die die erwartungstreue quadratische Schatzfunktion mit
kleinster Varianz lokal unter Y T, W, bestimmt.

Nach Voraussetzung existiert eine positiv-definite Matrix
B € B. Fiur quadratische Teilrdume gilt (Seely 1971 pp.711f) dann
B! € ®B, und I, = % (BB '+B'B) € B. Nach Satz 11.2.5 ist t von
gleichmidBig kleinster Varianz; fiir £ € G also auch lokal unter
S tWx. Somit 16st £ die Gleichung (*), und am einfachsten be-
stimmt man T als lokalen Minimum Varianz Schitzer unter I,.

(b) Die Stichprobenstreuungsmatrix S ist Lebesgue-fast
sicher positiv-definit (C.R. Rao 1973 pp.559,598). - G wird mit
Recht Gebiet genannt, denn G ist offen und zusammenhdangend. Sein
Rand 4G besteht aus denjenigen t€R¥, fiir die ¥ t,W, NND und sin-
gular ist.

Sei nun S positiv-definit. Wenn t gegen den Rand 9G oder
[lt]] gegen oo konvergiert, dann strebt die Likelihood-Funktion
L(S,t) gegen Null (Anderson 1970 p.5). Da die Likelihood-Funktion
flir t€G positiv ist, existiert mindestens ein Maximum in G, kein
Maximum liegt auf dem Rand 9G, und der Maximum-Likelihood-Schat-
zer 10st die Likelihood-Gleichung (*).

Als Losung von (*) ist der ML-Schéatzer erwartungstreu flir t.
Nach Seely (1971 p.716) existiert bei quadratischem Teilraum B

eine vollstadndige und suffiziente Statistik flr t€G. Wegen des
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Neyman-Kriteriums (Witting 1966 p.150) ist die Likelihood-Funk-
tion und damit auch jede Losung von (*) eine Funktion dieser Sta-
tistik. Nach dem Satz von Lehmann-Scheffé (Witting 1966 p.153)
ist also der ML-Schéatzer gleich der erwartungstreuen Schatzfunk-
tion mit gleichmdRig kleinster Varianz. Diese ist Lebesgue-fast
sicher eindeutig bestimmt, und eine ihrer Versionen ist £, denn
die von Seely (1971 p.716) als vollstandig und suffizient nachge-
wiesene Statistik ist D'vec S. Also ist t gleich dem ML-Schitzer
und bildet nach G ab, wenn auch zunadchst nur Lebesgue-fast sicher.

Um diese Einschrankung aufzuheben, betrachten wir £ nicht im
Sinne von §3 als quadratische Funktion, sondern mit der Variablen
S als Abbildung auf Sym(n). Als linearer Operator ist t aber of-
fen, weil surjektiv. Da nun die positiv-definiten Matrizen offen
in Sym(n) sind (IV.1.5.b), gilt dasselbe fiir ihr t-Bild: Liegt
fur irgendeine positiv-definite Matrix S, der Wert (D'D) 'D'vec Sg
nicht in G, so gilt das gleiche auch fir eine offene Umgebung von
Sp und somit flir eine Menge positiven Lebesgue-MabBes; das kann
nicht sein. o

Wir ziehen aus diesem Satz drei SchluBfolgerungen. Erstens
braucht fliir eine ausgezeichnete Klasse linearer Modelle die Like-
lihood-Gleichung nicht iterativ geldst zu werden (Anderson 1970;
Corbeil & Searle 1976a). Corbeil & Searle (1976a) betrachten Ma-
ximum-Likelihood-Schétzung im durch Invarianz reduzierten Modell
und nennen dies Restricted maximum Likelihood estimation (REML) .

Fir die von ihnen (1976b) untersuchten vier Beispiele haben wir
in §IT.2.6 nachgewiesen, dabk ein quadratischer Teilraum B vor-
liegt: Zweitens verschafft vorstehender Satz der von ihnen beob-
achteten Gleichheit der REML- und der herkémmlichen Schatzer
theoretische Begriindung. Drittens folgt Satz 2 als Korollar:

5 BEWEIS VON SATZ 2. Die maximalinvariante Statistik MY
(§I1.2.6) ist flir Maximum-Likelihood Untersuchungen nicht geeignet,
da sie zu Verteilungen fiuhrt, die auf den echten Teilraum (RM des
Stichprobenraumes R" konzentriert sind. Wahlt man fir M eine vol-

le-Rang-Faktorisierung (Ben-Israel & Greville 1974 pp.22,49):

M = QQ"', Q'o= 1,, Q € R™ ,

dann ist die Statistik Q'Y ebenfalls maximalinvariant (Seely 1971



59

p.718; Kleffe 1976 p.707). Die a Zufallsvektoren Z4 := Q'Y, sind
unabhdngig und identisch verteilt mit Mittelwert Null und
Streuungsmatrix ) t Wy, wobei die k zerlegenden Matrizen Wy :=
Q'ViQ linear unabhdngig sind und einen quadratischen Teilraum
aufspannen, der I, enthdlt. Hat die M-reduzierte Stichproben-
streuungsmatrix a™'y My, (Mys) ' den Rang v, so auch die Q'-redu-

zierte aﬁz ZuZo' . Satz 4 besagt, dab
£ = (D'00'®QQ"' D) 'D'"00'®QQ"'vec a 'y Y Y,' = (Dy'Dy) 'Dy'vec S

eine positiv-definite Matrix 3} £.0'V,0 liefert. Dann ist

5 £MV,M NND und vom Rang v, wie behauptet. °
6 Im nachsten Teil IV wenden wir uns der nichtnegativen

Schatzung von Varianzkomponenten zu. Unter gewissen Bedingungen

wird dadurch dieselbe Aufgabe gestellt wie bei der NND Schatzung

der Streuungsmatrix. Sind namlich die k zerlegenden Matrizen Vi

NND, und kann der von Vi erfaBte Raum RV, nicht schon durch die

ibrigen V,, A # X, erklart werden, genauer:
RVy & R Yz Vo fir alle x = 1,..,k ,

dann ist dquivalent, ob die geschatzte Streuungsmatrix J} t.Vx NND
ist, oder die k Komponenten t, nichtnegativ sind; ein Beispiel
dafiir stellen Varianzkomponenten-Modelle dar, in denen jede Kom-
ponente ty erwartungstreu NND quadratisch schatzbar ist (Korollar
IV.1.12). Beschrankt auf solche Modelle, bietet Teil IV eine

zweite Teilldsung flir die NND Schatzung der Streuungsmatrix.
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Teil IV

NICHTNEGATIVE SCHATZER IN VARIANZKOMPONENTEN-MODELLEN
ALS LOSUNGEN KONVEXER PROGRAMME
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Kapitel 1

ERWARTUNGSTREUE NICHTNEGATIVE SCHATZBARKEIT

Zunachst illustrieren wir an einem Beispiel, dabl die her-
kommliche Theorie negative Schatzwerte fiir Varianzkomponenten
nicht ausschlielt. Nach einigen Hilfsaussagen Uber NND Matrizen
folgt als Hauptergebnis dieses Kapitels eine Charakterisierung
derjenigen Streuungszerlegungen, deren Varianzkomponenten erwar-

tungstreu NND quadratisch schatzbar sind.

1 Im gesamten Teil IV betrachten wir Varianzkomponenten-Mo-
delle Y ~ (3 bgxg; 3 t«Vy), fiir die nach Definition I.1.5 die k
zerlegenden Matrizen Vy NND und damit selbst Streuungsmatrizen
sind, und der Streuungsparameter t im abgeschlossenen positiven
Quadranten R*, variiert.

Flir die in §I.3.6 beschriebenen Schatzverfahren bewirkt die
Reduktion iber die Streuungs-Mittelwert-Korrespondenz lediglich,
daB man sich auf Schatzfunktionen fir den Streuungsparameter be-
schrankt, die quadratisch sind. Das ist eine unvollkommene Qua-
lifizierung, denn dadurch kénnen die in solchem Sinne besten
Schatzer immer noch zu negativen Werten fur die nichtnegativen
Varianzkomponenten fithren. Dies beschreibt die zweite, fir die
Schatzung des Streuungsparameters t wesentliche Auspragung des
Fundamentaldefekts III.1.3; die Menge R*, der zuldssigen Parame-
terwerte wird einer einfachen Theorie zuliebe, aber ansonsten
sinnlos auf den linearen Raum R* vergrobert.

Negative Schatzwerte flr Varianzkomponenten stellen ein
zentrales Problem der herkdmmlichen Theorie dar; eine mathemati-
sche Behandlung existiert nicht und wird durch Ratschlédge ersetzt
(Searle 1971 pp.406-408). Den einzigen theoretischen Trost
schopft man aus Konsistenzaussagen, nach denen die defekten
Schatzer schlieRlich fast sicher nichtnegativ werden (Brown
1976) .
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2 BEISPIEL. Heteroskedastische Varianzen. Fiir dieses Mo-
dell hatten wir in §II.1.9 den Mittelwert geschatzt, jetzt inter-
essieren uns die Varianzkomponenten o,”°. Sind diese k Komponenten
positiv, dann ist nach Satz II.1.6(b) (im abgeleiteten Modell) der
Aitken-Schatzer fir Of,m,cﬁ von kleinster quasinormaler Varianz
unter of,m,of; dieser Schatzer ist jedoch nicht praktikabel,
denn um ihn zu berechnen, werden die unbekannten und zu schatzen-
den Parameter oﬁ schon bendtigt.

Als handhabbares Verfahren bleibt die Minimierung der Norm
unter allen erwartungstreuen invarianten quadratischen Schatz-
funktionen (C.R. Rao's MINQUE). Fir den in diesem Sinn besten

Schatzer Y'A,Y einer einzelnen Komponente o,° ergibt Satz II.2.2:

R, = ——— M, Diag[0:I, :0] M, - ———— M, ;
£ T hi(nezy) 0 PragltYiings n (n-1) (n-2) ~ '
kN — n Ny _ 2 _ 1 2.

Y ALY ng (n-2) 2V=1(YK\) Y“) n-2 S !

s? 1= — ¥ (Y., —T.)?
= = v — Y.

Die Schatzfunktion Y'A,Y kann allerdings zu negativen Werten
fur den nichtnegativen Parameter o, fithren. Beispielsweise erhalt
man den negativen Wert -[(n-1) (n-2)17"' ||yl fir jeden Punkt y # O
des Stichprobenraumes R", der in dem (n-n,-1)-dimensionalen
Durchschnitt des Nullraumes von M, Diag[0:I, :0] M, und des Bild-

raumes von M, liegt.
Auf einen total pathologischen Spezialfall weisen Horn &

Horn (1975 p.876) hin. Fir k = 3 und n; =n , = n3 = 1 errechnet man:
Y'RY - Y'BY - Y'RY = - (Y1-Yp) P (Y1-Y3) P (Ya-Ys)?

Bei zugrundeliegenden stetigen Verteilungen, etwa Normalvertei-
lungen, wird also mit Wahrscheinlichkeit Eins eine der drei Va-
rianzkomponenten negativ geschatzt! Es ist duBerst unbefriedi-
gend, daBR die Theorie einen solchen Unsinn nicht ausschliefRt.

3 Der Fundamentaldefekt kann entstehen, weil das formali-
sierte Problem nicht alle Informationen widerspiegelt, die iber
das Modell vorliegen: Y'AY ist genau dann erwartungstreue inva-
riante quadratische Schatzfunktion von kleinster Norm (MN-UB-IQE;
MINQUE) fir g't (g € R¥), wenn A eine optimale Ldsung des herkdmm-

lichen Programms H ist:
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|2]|2 = inf
H A € C(q)
A € L := { MAM | A ESym(n) 1} ;

dabei kennzeichnet C(g) © Sym(n) die Menge aller symmetrischen
nxn-Matrizen A, die zu erwartungstreuen quadratischen Schatzfunk-
tionen Y'AY fiir gq't fithren. Die optimalen Losungen A von H kdnnen
NND sein, milssen es aber nicht. Im folgenden nennen wir Y'AY kurz
den besten defekten Schédtzer fur g't.

Der Fundamentaldefekt wird vermieden, wenn die Norm unter
allen erwartungstreuen NND invarianten quadratischen Schatzfunk-
tionen minimiert wird; dazu definieren wir das Programm P:

[|2]|4 = inf
P A € C(g)
A € NND (n) ;
dabei bezeichnet NND(n) die Menge aller nichtnegativ-definiten
symmetrischen nxn-Matrizen. Optimale Losungen dieses Programms
versehen wir mit einem Stern; Y'A*Y heilt kurz der beste nicht-
negative Schdtzer fiur g't.

Nach einigen grundlegenden Hilfsaussagen zeigen wir, dal P

ein "Teilprogramm" von H ist, und wann fir P zuldssige LOsungen

exlistieren.

4 HILFSSATZ.
(a) Fiir zwei Matrizen A und B mit gleich vielen Zeilen gilt:

RA 1L RB = B'A =0

(b) Fiir eine symmetrische Matrizen A und einen Projektor Q gilt:
RA c RO = A = QAQ

(c) Fiir zwei NND Matrizen A und B gilt:

RA + RB = R(A+B) ; Nna N NB = 1 (A+B)

BEWEIS. (a) Die folgenden vier Aussagen sind aquivalent
(Ben-Israel & Greville 1974 p.64): RA LRB; RA CcRB; RA cIlB',
B'A = 0. (b) Es gilt die folgende Gleichungskette (op.cit. p.55):
A=QA= (QA) "=AQ=QAQ. (c) Die erste Gleichheit ist das orthogo-
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nale Komplement der zweiten; die zweite folgt mit der NND Quad-

ratwurzel A? einer NND Matrix A (op.cit. p.121): x' (A+B)x =

|I2%<||* + |IB*)||? = 0 © Ax = Bx = 0. °
Der nachste Hilfssatz beschreibt die Geometrie der Menge der

NND Matrizen: (a) Sie bilden einen abgeschlossenen konvexen Kegel,

(b) dessen Inneres (int) im Raum Sym(n) der symmetrischen Matri-

zen aus den positiv-definiten Matrizen PD(n) besteht.

5 HILFSSATZ. (Der Kegel NND (n) und Orthogonalitdt)
(a) NND(n) = { B € Sym(n) | VA € NND(n): <A,B> = 0 }
(b) int NND(n) = PD(n)

(c) Fiir zwei NND Matrizen A und B gilt:

RA 1L RB < A 1lB

BEWEIS. (a) Sei B symmetrisch und <A,B> 2 0 fir alle NND A.
Speziell mit A = yy' folgt 0 < trace Byy' = y'By, also B NND.
Seien A und B NND. Unter Benutzung der Quadratwurzel fir NND Ma-
trizen gilt: <A,B> = trace A"B"B"A” = ||2"B7|* = 0. Teil (a) ist
bewiesen (vergleiche Berman 1973 p.55).

(b) Die Behauptung folgt mit Theorem 13.1 in Rockafellar
(1970 p.112). (c) Teil (a) impliziert: A 1L B & BA® = 0 © BA = 0;
Hilfssatz 4 (a) beweist die Behauptung. °

Mit Teil (c) wird manch eine der folgenden Fragen geome-
trisch gedeutet werden kdénnen. AuBerdem wird er in Beweisen hau-
fig den zentralen SchluBl darstellen, so etwa im nachsten Hilfs-

satz.

6 HILFSSATZ. (P als Teilprogramm von H)

(a) Jede erwartungstreue NND quadratische Schdtzfunktion Y'AY fiir
q't ist 1invariant.

(b) Fiir optimale Lésungen & von H und A* von P gilt:

A < Jlax])®

BEWEIS. Fir den Erwartungswert einer quadratischen Form gilt
EY'AY = <A,DY+EY (EY) '> = ) t<A,V,> + b'X'AXb. Erwartungstreue
flir g't impliziert X'AX=0, und <A,XX'> = 0. Mit Hilfssatz 5(c)
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folgt: RA € RIX = RM, und mit Hilfssatz 4(b): A = MAM. Also ist
Y'AY invariant, und im Programm H wird lber einer groReren Menge
minimiert als in P. °
Der folgende Satz charakterisiert erwartungstreue NND qua-
dratische Schatzbarkeit an Hand der k zerlegenden Streuungsmatri-
zen und laBt sich geometrisch so deuten: solche Schatzbarkeit
liegt genau dann vor, wenn man zur Erkldrung des gesamten "Streu-
ungsraumes" RMSV M nicht auf Vy verzichten kann; oder andersher-

um: wenn V, einen echten Beitrag zur Erklarung des Streuungsrau-

mes RMyV,M liefert.

7 SATZ. (Erwartungstreue nichtnegative Schédtzbarkeit)

Gegeben seil ein Varianzkomponenten-Modell Y ~ (5 buxq; 5 twVk) .
Setze V := ) Vq.

Eine einzelne Varianzkomponente t. ist erwartungstreu NND qua-
dratisch schdtzbar genau dann, wenn eine der folgenden vier Bedin-
gungen gilt:

rank MyhuVaM < rank MVM ; RMV M & R MY puw Vi ;

QMZ)H&KV)\M * mMVM ; nMZ)HgK V)\M ¢ nMVKM

BEWEIS. Die Aquivalenz der vier Bedingungen ist leicht ein-
zusehen.- Nach Hilfssatz 6 und Satz I.3.10(d) ist tyx genau dann
erwartungstreu NND quadratisch schatzbar, wenn eine NND Matrix A
existiert mit <A,MV,M> = O, fiur A=1,..,k. Mit Satz 5(c) folgen
RA © RIMYLHVaM = NMYL4VoM und die Aussage, daB RA nicht ortho-

gonal ist zu RMV M. Damit gilt einerseits:
HYERH: MZ)\#KV)\MY =0 # MVKMY ’ (*)

das heiRt die letzte der vier angegebenen Bedingungen. Gilt an-
dererseits (*), dann ist A:=||V.My| °Myy'M die Matrix einer erwar-
tungstreuen NND gquadratischen Schatzfunktion Y'AY fir tg. [ ]
Dieser Satz erscheint zum ersten Mal in Pukelsheim (1977
Theorem 5.1), dort aber mit einem anderen Beweis. Er impliziert

die Ergebnisse von LaMotte (1973):
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8 KOROLLAR ZU SATZ 7 (L.R. LaMotte).

(a) Wenn 3,..V, positiv-definit ist, dann ist t. nicht erwar-
tungstreu NND quadratisch schdtzbar.

(b) Wenn Vv, positiv-definit ist, dann ist keine der anderen
Varianzkomponenten t,, N # x, erwartungstreu NND quadratisch schdatz-
bar.

Dariliberhinaus beschreibt LaMotte (1973 p.728) diejenigen
Linearformen gq't, die erwartungstreu NND quadratisch schatzbar
sind; mit unseren Bezeichnungen ergibt sich als notwendige und

hinreichende Bedingung (Pukelsheim 1977 Lemma 5.1):
g € convex hull { Dy''y®vy | v € R" }

9 BEISPIEL. Einfache balancierte Zerlegung mit zufdlligem
Effekt. Fir das Beispiel II.2.6(a) haben wir paarweise orthogona-
le Projektoren angegeben, die denselben Teilraum B aufspannen wie
die zerlegenden Matrizen des Modells. Man rechnet leicht nach, daB

convex hull { Dy''yQy | yER" } = {(ny (Ma“_Ia®M“)y) |yE]R“}

Y'Many

Also ist g't genau dann erwartungstreu NND quadratisch schéatzbar,

wenn gilt:

g = gz = 0 falls n=1 und a =1 ,
a = gz 2 0 falls n=1 und a > 1 ,
g, 2 g =0 falls n>1 wund a = 1 ,
a2 2 gi1/n 2 0 falls n >1 und a > 1

10 Nicht fir alle Linearformen g't ist es angemessen,
Nichtnegativitat der Schatzung zu fordern. Da der Streuungspara-

meter t im positiven Quadranten R*, variiert, gilt
g0 & g€RY

Fiir eine nichtnegative Schédtzung kommen genau die nichtnegativen
Linearformen q't, g € R, in Frage. Dabei sind alle nichtnegati-
ven Linearformen genau dann erwartungstreu NND quadratisch

schatzbar, wenn alle k Varianzkomponenten ty dies sind. Die da-
durch bestimmte Teilklasse von Varianzkomponenten-Modellen kann

man mit den Kriterien des Satzes 7 leicht an den k zerlegenden
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Matrizen MVM erkennen. Die Varianzanalysen-Modelle zahlen nicht
dazu: Die gemeinsame Varianzkomponente oﬁ; verhindert, dabk die
Ubrigen Komponenten erwartungstreu NND quadratisch schatzbar sind
(Korollar 8.b). In dieser Hinsicht sind Modelle wie etwa das mit
heteroskedastischen Varianzen denen der Varianzanalyse iberlegen,
und es erscheint der Uberlegung wert, ob Varianzanalysen-Modelle
nicht geeignet zu ersetzen sind.

11 BEISPIEL. Heteroskedastische Varianzen. Satz 7 verhindert
die in §2 beschriebene Pathologie von Horn & Horn: ty ist genau
dann erwartungstreu NND quadratisch schatzbar, wenn n-ny =
rank M, YazVa My < rank My, = n-1, das heiBt ny > 1 . Im weite-

ren beschranken wir uns auf den interessanten Fall

k> 1 und fiur alle x = 1,..,k: ng > 1

’
vergleiche §I.3.12. Das Beispiel wird in §2.6 fortgesetzt.

Als letztes stellen wir eine Verbindung zu Teil III her, wie
sie dort am Ende angekiindigt wurde (§III.2.6).

12 KOROLLAR ZU SATZ 7.
Es seien alle k Varianzkomponenten t, erwartungstreu NND qua-
dratisch schdtzbar und € € R* ein fester Wert.

Es ist ¥ TV« NND genau dann, wenn t € R*,

In der Sprache mathematischer Programme haben wir im gegen-
wartigen Kapitel untersucht, wann das Programm P aus §3 eine zu-
lassige Losung besitzt. Die Begriffsbildungen des nachsten Kapi-
tels dienen dem Zweck, unter den zuldssigen L&sungen die optima-

len wirkungsvoll zu beschreiben.



Kapitel 2

NEGATIVITAT ELIMINIERENDE PROJEKTOREN

In diesem Kapitel veranschaulichen wir einige Begriffe, um
spater das Primal- und Dualprogramm und deren Ldsungen angeben
und interpretieren zu kénnen: Q-reduziertes Modell, Negativitat
eliminierende Projektoren, Positiv- und Negativteil einer symme-

trischen Matrix.

1 Gegeben sei ein Varianzkomponenten-Modell Y ~ () bgXy;
> txVy) und eine erwartungstreu NND quadratisch schatzbare,
nichtnegative Linearform g't, g € R*,. Bevor wir weiter nach "dem"
besten nichtnegativen Schatzer suchen, zeigen wir, daB diese

Sprechweise ihr Recht hat.

2 HILFSSATZ. (Einzigkeit von A¥*)

Es existiert genau eine optimale Losung A* des Minimierungs-
programms P aus §1.3, oder dquivalent: es gibt genau einen besten
nichtnegativen Schdtzer fir g't.

BEWEIS. Die Existenz von A* folgt mit Rockafellar's Theorem
27.3 (1970 p.267): Die Menge C := C(g) N NND(n) ist abgeschlossen,
konvex und nach Voraussetzung nichtleer. Die Funktion h(A) :=
|I2||° ist closed, proper, convex und hat keine direction of re-
cession (op.cit. pp.52,24,265). - Da h strikt konvex ist, ist
A* eindeutig. °
Nach Satz II.2.2 ist } AMVM die Matrix des besten defekten
Schatzers fiir g't, wann immer Dy'DyA = g. Liegt g im Bild des po-
sitiven Quadranten R¥, unter Dy'Dy, dann existiert ein nichtnega-
tiver Koeffizientenvektor A, die Matrix ) AMVM ist NND und be-
stimmt wegen Hilfssatz 1.6 auch den besten nichtnegativen Schat-

zer fir g't. Dies ist ein Spezialfall des nachsten Hilfssatzes.
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3 HILFSSATZ.

Setze V := 3 Vy; J := { €{1l,.,k} | g >0 }; Vg := 3es V,
Sei Q der Projektor auf den Nullraum von XX' + (V-V3), definiere
DQ = Q®QD.

Wenn q € D,'Dy(R¥,), dann ist der beste defekte Schitzer im Modell
QY ~ (0;3 txQV«Q) gleich dem besten nichtnegativen Schétzer im

urspriinglichen Modell:

A* = 5 AQVQ , wann immer Do'Doh = g

BEWEIS. Die Behauptung folgt, wenn fir jede erwartungstreue
NND quadratische Schatzfunktion Y'AY fir g't gilt: Y'AY =
(QY) '"A(QY), oder wegen Hilfssatz 1.4 (b) aquivalent: RA C RQ.
Aus der Erwartungstreue erhdlt man 0 = gy = <A,V> fliur alle x€&J
und mit Hilfssatz 1.5(c): RA Cies RV, = N (V-V;). Nach Hilfs-
satz 1.6 gilt: RA CcRM = 1IXX', insgesamt also RA cC RQ. °

Dieser Hilfssatz motiviert die folgende Definition.

4 DEFINITION. Gegeben sei ein Varianzkomponenten-Modell
Y ~ (3 bgxy; Y t«Vi) und ein Projektor Q des R", dessen Bildraum
kleinergleich dem von M ist: (RQ C RM.

(a) Das von QY erzeugte lineare Modell QY ~ (0; > txQViQ)
heiBt das Q-reduzierte Modell des urspriinglichen Modells.

(b) Q heiBt ein Negativitdt eliminierender Projektor (zur
Schdtzung von q't, g € R*,), falls der beste defekte Schitzer fiir
g't im Q-reduzierten Modell gleich dem besten nichtnegativen

Schatzer im urspringlichen Modell ist, das heildt

A* = 3 MOVQ i Do'Dod = g ;  Dp := Q®QOD.

5 Negativitat eliminierende Projektoren reduzieren auf ein
Teilmodell, das wohl klein genug ist, um die auftretende Negati-
vitdt zu eliminieren, doch auch nicht zu klein, um Erwartungs-
treue und Gleichheit mit A* zu erhalten.

Reduktionen vereinfachen eine Frage auf zweierlei Weise: sie
beschranken den Blick auf einen Teil des Ganzen, oder sie lenken
ihn zum Kern der Sache. Zur ersten Gruppe zahlen die Reduktionen

durch Linearitat, Erwartungstreue und Invarianz, zur zweiten die
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gerade angefithrte Reduktion durch Negativitdt eliminierende Pro-
jektoren oder die der Streuungs-Mittelwert-Korrespondenz zugrun-
deliegende Reduktion multilinearer Abbildungen auf lineare.

6 BEISPIEL. Heteroskedastische Varianzen. Unter den Voraus-
setzungen des §I.11 schétzen wir zundchst eine einzelne Varianz-

komponente o,°. Fir den Projektor Q des Hilfssatzes 3 gilt
Q = Diag[O:M%;O] € Proj(n) ,
denn wegen (J, + I, - Vy,)Q = 0 ist RQ € N (J, + I, — V), und zudem

haben beide R&ume die Dimension ny -1 . Weitere Rechnung nach

Hilfssatz 3 fihrt dann zum besten nichtnegativen Schiatzer fiir oy’:

Ay* = ! Diag[0:M, :0] ;

ng-1 K

TAAY = = B (Ve —To)? =1 s

Wir haben gezeigt: der customary unbiased estimator (J.N.K. Rao

1973 p.13), das heiBt die k-te Stichprobenstreuung s,’, ist der

beste nichtnegative Schatzer filr o°: er minimiert die Norm unter

allen erwartungstreuen NND quadratischen Schitzfunktionen fiir o.”.
Es kann aber auch der beste defekte Schatzer - C.R. Rao's

MINQUE - NND sein; mit der Inversen von Dy'Dy aus $I.3.12 folgt

' k : k > gq-
q € Du'Dy(R) = min _, qe/Ng 2 o

In diesem Fall gilt Q = M, und

n q q.
A* = M 2K o 2
n-2 nz ( Ny n(n-1)

) ViMn

Sei allgemein g € R*, J und V wie in Hilfssatz 3 und njg :=
Ses Ny ay := Yes (n/ng)e, € R* . Analog zur Schatzung von O’
setzen sich die nicht verschwindenden Untermatrizen der Block-

matrix Q zu M, zusammen, genauer gelten:

Q = Vs - ny* Vslal,'Vy; € Proj(n) ;

A* = —— Q5 (= - —=——)V,Q.

DJ—2 nJ(nJ_l)

q.

v k : >
[—4 2
g € Dg'Dg (R") min ., q./n, —

Unter der letztgenannten Bedingung ist Y'A*Y der beste nichtnega-
tive Schatzer fir g't. Von Fall zu Fall reicht also Hilfssatz 3

aus, um den besten nichtnegativen Schatzer zu berechnen.
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Das Programm H aus §1.3 unterscheidet sich von P dadurch,
daB der lineare Raum L in H durch den konvexen Kegel NND(n) in P
ersetzt wird; das vorstehende Beispiel weist auf eine weitere
wichtige Stelle, wo Linearitat verlorengeht: Flir den besten de-
fekten Schatzer Y'AY beziehungsweise den besten nichtnegativen
Schatzer Y'A*Y einer Linearform g't gilt beziehungsweise gilt

nicht:
A =03 qbe ; A% # 3 g A ;

dabei sind Y'RY (Y'A.*Y) der beste defekte (nichtnegative) Schit-

zer der einzelnen Komponenten tg.
Das Beispiel wird in $§4.6 fortgesetzt.
Der nédchste Hilfssatz wird fir die weiteren Ausfihrungen

nicht bendotigt, vermittelt aber ein Gefiihl dafiir, in welcher Ver-

bindung die optimalen L&ésungen A von H und A* von P stehen.

7 HILFSSATZ.

|IB-A*|> = inf { ||A-2|I* | A € C(g)NNND(n) }

BEWEIS. Die Bezeichnungen sind in §1.3 erklart. Sei A €

C(g)NL. Da A die Norm minimiert, ist es orthogonal zu A*-A; daher

|IB-2[|* = ||]A-2*||* + 2<B-A*A*-A> + [|A*]]* + ||2||° - 2<Aa*,A> =
= JIE-2*)1* + [1a1* - ||lax|)?
Fiir A € C(qg)NNND(n) folgt daraus |A-A*|* < ||[B-2|* . .

Figur zu Hilfsatz 7
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Den Zusammenhang zwischen A und A* werden wir in Kapitel 4
(Beste nichtnegative Schdtzer als Ldésungen Ronvexer Programme) néa-

her beschreiben, indem wir den Negativteil von A (vergleiche

Riesz & Nagy 1955 p.277) untersuchen.

8 DEFINITION. Fir eine symmetrische Matrix A bezeichne E (A)
den Projektor auf den Eigenraum zum Eigenwert A von A. Fir eine
reelle Zahl A sei Ay := max {A,0} der Positivteil und A :=
max {-A,0} der Negativteil.

Fir eine symmetrische Matrix A wird definiert:

A Z)\E spectrum (A) AE(N)

A 1= )he spectrum (&) AE(N)

A+ (A ) heiRt Positivteil (Negativteil) von A.

Positiv- wie Negativteil sind nichtnegative Linearkombina-
tionen von paarweise orthogonalen Projektoren; es gilt daher
offensichtlich:

A,, A. € NND(n) ; A=A, - A_ ;
A+A- = O ; A+ J_ A_

Beispielsweise ist ein Schatzer Y'AY genau dann NND, das
heilt "defektfrei", wenn A. = 0. Die zwelite Folgerung, die wir
wiederholt benutzen werden, betrifft invariante Schatzer: A =
MAM. Dafir gilt

RA_. € RA C RM ,

so daB nach Hilfssatz 1.4 (b) auch der Negativteil ilber M faktori-
siert: A. = MA_M. Fir die Projektoren N und Ny aus §I.3.11 gilt

dann insbesondere
N vec A_. = Ny vec A_

Im nachsten Kapitel formulieren wir einen kurzen Einstieg in
die Theorie mathematischer Programmierung, um danach mit solchen

Methoden unser Problem allgemein zu losen.



Kapitel 3
MINIMIERUNGSPROGRAMME
Wir fihren Minimierungsprogramme ohne Spezialisierung zu
linearen oder konvexen Programmen ein und zeigen die Nitzlichkeit

dieses Ansatzes an einem Beispiel aus der Testtheorie.

1 Ein Minimierungsprogramm wird in suggestiver Schreibweise

SO notiert:

{(x) = inf
P X e C
p(x) = 0

dabei unterstellen wir gerade genug, um dieser Notation Sinn zu
geben: C sei eine nichtleere Teilmenge einer Menge (C; die Restri-
tionsfunktion p bilde C in einen geordneten Vektorraum (£,*) ab;
und die Zielfunktion ( sei eine R-wertige Funktion auf der Menge
{ x e C | p(x) # 0 }. Wir Ubernehmen die idblichen Bezeichnungen
(Rockafellar 1970 p.274) eines optimalen Wertes, einer zuldssigen
Lésung und einer optimalen Lésung von P.

In Vektorraumen identifiziert man Ordnungen * mit konvexen

Kegeln K iUber die Aquivalenz
z = 0 = z € K

Eine Teilmenge K von £ heiblt Kegel, falls oK € K fiur alle o 2 0;
konvexe Kegel nennen wir auch Ordnungskegel. Ist Z° ein Teilraum
des algebraischen Dualraumes aller Linearformen auf Z£, so indu-
ziert der Ordnungskegel K im Raum Z% den dualen Ordnungskegel K¢

aller ordnungstreuen Linearformen zg:
K¢ := { 29 € Z% | Vz€eK: z%=z) = 0 },

und die duale Ordnung z% ¥ 0 © z% € K.
Der folgende Hilfssatz reicht aus, um die Problematik mathe-

matischer Programmierungstheorie im wesentlichen zu umreiRen.
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2 HILFSSATZ. (Programmerzeugende Ungleichungen)

Fir das Minimierungsprogramm P gilt:

> inf sup 2(x) - z%p(x)) 2
XEC 290

>  sup inf  (x) - z%(p(x))
z9%0 x€eC

BEWEIS. In der ersten Ungleichung gilt Gleichheit, falls auf
der rechten Seite das Infimum lber { x€C | p(x)*0 } gesucht wird.
VergroBert man diese Menge auf alle x€C, dann kann das Infimum nur
kleiner werden. Die zweite Ungleichung ist trivial. °

3 In der letzten Zeile der programmerzeugenden Ungleichun-
gen wird ein Maximierungsprogramm auf dem dualen Raum Z¢ defi-

niert; setzen wir
U (z% := inf { {(x)-z%(p(x)) | x€C } ,

so lautet es in Kurzschreibweise:

o U=
z% 20
Wir nennen D einen Dualkandidaten fiur P; sind die optimalen Werte
von D und P gleich, so heiBt D allgemein Dualprogramm von P, und
zur Unterscheidung wird P Primalprogramm genannt. Da sich die

optimalen Werte gegenseitig beschranken, folgt das

4 KOROLLAR ZU HILFSSATZ 2. (Blitznachweis von Optimalitdt)

Es seien x eine zuldssige Lésung von P und z°

eine zuldssige
Lésung von D.
Es gilt ¢ (x) = V¥ (z% genau dann, wenn x optimale Lésung von P,

z¢ optimale Lésung von D und D ein Dualprogramm von P 1ist.

5 Ohne daB Linearitat, Konvexitat, Stetigkeit oder a&hnli-
ches gefordert ware, berihrt Hilfssatz 2 die Hauptpunkte der
Theorie mathematischer Programme.

(a) Er fihrt auf einfachem Weg zum Dualkandidaten D.
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(b) Ist D ein Dualprogramm von P?

(c) Fur lokalkonvexes %4 und einen abgeschlossenen Ordnungs-
kegel K gilt in der ersten Ungleichung immer Gleichheit: idbrig
bleibt ein Minimax-Problem.

(d) Existiert eine optimale Losung von P, das heiBt wird das
Infimum angenommen?

(e) Existiert eine optimale Losung von D, das heiBt wird das
Supremum angenommen?

(f) Der Dualkandidat D ist ein Optimierungsprogramm in einer
anderen Variablen als P; es mag einfacher zu l0sen sein.

(g) Eine besondere Rolle spielt die Funktion {; im Fall C =

Z = R" und p = id ist ¢ bis auf das Vorzeichen die konjugierte
Funktion einer konvexen Zielfunktion (¢ = f (Rockafellar 1970
p.104) .

Golstein (1973 pp.7-11) gab den Anstol flir den hier formu-
lierten "theorielosen" Einstieg in Minimierungsprogramme. Ein
Beispiel aus der Testtheorie soll seine Niutzlichkeit belegen und
anregen, in der Schatztheorie ahnlich vorzugehen.

6 BEISPIEL. Beste Tests als Ldsungen linearer Programme. Wir
folgen Witting (1966 pp.69-73): Gegeben sei eine von pu dominierte
Klasse { psdp | 9€H+{391} } von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
tiber einem Stichprobenraum (JX,B). Gesucht ist ein bester Test
zum Niveau o fir H gegen {39:1}. Bezeichne ® die Menge aller Test-

funktionen, dann gilt es zu losen

—&g,0 = inf
P o € @
(86@)9EH < (04

Sei # ein o-Korper iber H und pgs(x) #HxB-meBbar, dann ist p(e) :=
(v = &9p)sen eine H-meBbare Funktion auf H: Als Z wadhlen wir den

linearen Raum aller beschriankten #H-meRbaren Funktionen auf H, als
dualen Raum Z® den linearen Raum aller signierten Mabe auf (H, #).
Dann ist Jjedes nichtnegative endliche MaB A auf (H, #) eine zulé&ds-

sige L&ésung des Dualkandidaten. Mit den Abkiirzungen
d(x) = ps, (x) - JPs(x)dA

und d; (d-) flr den Positivteil (Negativteil) von d gilt:
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¢

(@) = W(A) = -&,0 - infeeo[-8s5,0-S, (o — E50)dA] =

=/ @ (%) [d(x)+], Ps(x)dAldp + f,odh + Supges [0 (x)d(x)dn
=00 (%) [di (%) =d-(x)]dn - f, Espdr + [odh + [, di(x)dp =
Jyloe = &eldN + 1 [1-9(x)]1di(x)dn + J @ (x)d-(x)dp

Fir zulédssige Tests @ und zuladssige Mable A gilt daher ((p) =

genau dann, wenn bis auf eine H-meBbare A-Nullmenge

Esp = o

und bis auf eine B-meBbare p-Nullmenge

)~ {1 falls d(x)>0
® 0 falls d(x)<0

U (A)

Weitere statistische Anwendungen mathematischer Programme

beschreibt Krafft (1970). Bei linearen Modellen wurden Program-

mierungsmethoden bisher nur genutzt,

nung sinnvoller Schatzwerte zu bestimmen, vergleiche Thompson
(1962), Judge & Takayama (1966), Hudson (1969), Liew (1976).

Statt dessen folgen wir dem vorstehenden Beispiel und behandeln

um Algorithmen zur Berech-

beste Schatzfunktionen als optimale Lésungen mathematischer Pro-

gramme.



Kapitel 4

BESTE NICHTNEGATIVE SCHATZER ALS LOSUNGEN KONVEXER PROGRAMME

Mit Methoden der mathematischen Programmierung geben wir filr
den besten nichtnegativen Schéatzer zwei Darstellungen an: Zum
einen wird er berechnet aus dem besten defekten Schétzer, indem
dessen Negativteil passend korrigiert wird; zum andern ergibt er
sich als bester defekter Schédtzer in einem reduzierten Modell,
wobeli der reduzierende Negativitdt eliminierende Projektor iber

das Dualprogramm bestimmt wird.

1 Gegeben sei ein Varianzkomponenten-Modell Y ~ (3 bgxgs
> tyVx) und eine erwartungstreu NND quadratisch schatzbare
Linearform g't, g€ERX,, des Streuungsparameters t. Der beste
nichtnegative Schatzer Y'A*Y fir g't (§1.3) wird bestimmt durch

die optimale Lo6sung A* des Programms

|A]|2 = inf
P A € C(q)
A =z 0

Es bezeichnet C(g) € Sym(n) diejenigen symmetrischen nxn-Matrizen
A, flr die Y'AY erwartungstreu fir g't ist. A > 0 steht fir A €
NND (n) € Sym(n) .

Um einen Dualkandidaten D fiir P zu konstruieren, benutzen AA
wir die Matrix A des besten defekten Schitzers Y'AY fiir g't (MN-
UB-IQE (Satz II.2.2); MINQUE) und den Projektor Ny aus $I.3.11:

2 HILFSSATZ. (Dualkandidat fiir p)

Setze s (B) := ||[Nyvec B|* und ¢ (B) := ||B]|®° - <&,B> - s (¥ B).
Dann 1ist D {MBB) i (S)up ein Dualkandidat fiir P.

BEWEIS. Da Sym(n) mit dem euklidischen Matrixprodukt ein

Hilbertraum ist, wahlen wir als dualen Raum wiederum Sym(n) .
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Hilfssatz 1.5(a) besagt, dal der Kegel NND(n) selbstdual ist:

NND (n)® = NND(n). Wegen A ¥ 0 und Hilfssatz 1.6(a) liegen die zu-
lassigen Losungen fir P nicht nur in C(qg), sondern - mit L aus
§1. 3 - sogar in C := C(gq)NL (UB-IQE fir g't). Den affinen Raum C
beschreiben wir mit A (spezielle UB-IQE fiir q't) und dem Projek-
tor Ny (alle UB-IQE flir 0): Das Programm P ist gleichwertig zu

|22 = inf
A € { A ESym(n) | JZESym(n): vec A = vecC N + Nyvec Z }
A 0

Fir diese Formulierung konstruieren wir D gemaB §3.3. Als Minimum

Norm-L&sung steht vec A orthogonal auf RN und RNy, und es gilt:

lall? - <a,B> = ||&||> + s(z) - <&,B> - vec'Z-NyvecB =
= IZ|* - <&,B> - s(4B) + s(2-%B)

Dies wird flir Z2 = B minimiert, und es folgt die Behauptung. °
Mit dem in Definition 2.8 eingefiihrten Negativteil einer

symmetrischen Matrix berechnen wir jetzt die optimale Losung des

Dualkandidaten D: ohne den optimalen Wert zu verletzen, finden

wir in NND(n) eine Teilmenge 11l, tuber der | direkt abgeschatzt

werden kann.

SATZ. (Optimale Lbésung des Dualkandidaten)

Gegeben seil ein Varianzkomponenten-Modell Y ~ (5 DbuXy; 5 twVk)
und eine erwartungstreue NND quadratisch schdtzbare Linearform q't,
g€ER*,, von t. Fiir die vorstehend definierten Programme P und D gilt:

(a) Sei A NND. Dann ist 0O optimale Lésung von D.

(b) Sei A nicht NND, das heisst A. # 0. Dann ist ||[N-vec A_|*
> 0 und B* := 2 s*A_ optimale Lésung von D, wobei s* := ||A_||* / |IN-vec

A_||?. Ausserdem ist die durch
vec A* := vec A + s* Nwec A
definierte symmetrische Matrix A* NND.
BEWEIS. (a) Dieser Teil folgt sofort aus Hilfssatz 1.5(a):

¢ (B) <A - 0 - 0 = ¢(0). (b) Fir Teil (b) leiten wir (i) eine

notwendige Bedingung fiir optimale B* her, maximieren (ii) entlang



von Halbstrahlen, konstruieren (iii) "ohne Verlust" eine nicht-
leere Menge Il, iber der wir (iv) U direkt abschédtzen koénnen.

(1) Fiir optimale B* gilt:
VBENND (n) : <B, &> + % vec'B-Nyvec B* > 0

Denn: Wir verifizieren die Voraussetzungen zu Theorem 27.4 in
Rockafellar (1970 pp.270f). Es ist -y proper, convex und dom (-V)
= Sym(n) (op.cit. pp.23f). Satz 1.5(b) ergibt:

ri dom(-y) N ri NND(n) = PD(n) # @

Besagtes Theorem liefert als notwendige und hinreichende Bedin-
gung fiir die Optimalitadt von B*:

—gradp« (-¥) 1ist normal an NND(n) in B*
Das bedeutet (op.cit. p.15), daB fir alle Be NND(n) gilt:

< B-B*,gradg«sy > < 0 ,
< vec (B-B*),vec A + Ny vec B* > > 0,
< B, A > + Wvec'BNyvec B* > < B*,A > + 15 (B*)

Fiir optimale B* ist also das auf der linken Seite in der Variab-
len B definierte Funktional auf dem Kegel NND(n) nach unten be-

schrankt; die einzig mogliche endliche Schranke ist aber 0.

(ii) Fiir alle BENND (n) mit vec'A_-N-vec B # 0 gilt s(B)>0 und

<R,B>?
bE) < AP+ Ty —F £(B)

Denn: Die Cauchy-Schwarz'sche Ungleichung liefert:
0 < ||IAI”? <vec B,N vec B>* < s(B)

Im Falle <A,B> = 0 gilt ¢(B) < ¢(0) < £(B); im Falle <A,B> < 0
ist £(B) das Maximum entlang des Halbstrahls { AB | A > 0 }.
(iii) Es gilt

M := { BE NND(n) | <A,B:> < 0 # vec'A-N-vec B } # 0
und
SUPgennn(n) U (B) = supgem £ (B)
Denn: A. ist NND und <A,A >= -||A&||* < 0. Die Eigenschaft s (A

> 0 folgt aus Hilfssatz 3.2: s(A.) = 0 impliziert wegen Y (AA.) =
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12> + A||A-||?, dak sup ¥ = +=; das kann aber nicht sein, da die
vorausgesetzte zuladssige Losung von P ¥ nach oben beschrankt.

Untersucht man in (i) speziell B = A, dann erhilt man
vec'A_N-vec B* 2= 2||A|* > 0

Der Fall <AB*> 2 0 kann fiir optimale B* nicht eintreten, da

sonst Y (B*) < ¢ (0) < $(25*§_) = f(A.). Somit liegen optimale B*

notwendig in 71,und es gilt die behauptete Gleichheit der Suprema.
(iv) Fur BE€N gilt mit Hilfssatz 1.5(a):

0 < -<A,B> = <A_,B> - <A,,B> < <A_,B> < |A_|‘|IBl
Benutzt man auBerdem die Abschdtzung aus (11), um s *(B) nach

oben abzuschatzen, so folgt fur BeNl:
£f(B) < ”ﬁ”2 + <vec A_,N vec B>QHB”ﬂﬁL”4.

Die rechte Seite wird maximiert, indem bei gegebenem y = N vec A_
das innere Produkt x'y minimiert wird fir ||x||=1 und <x,y> > 0. In

das innere Produkt x'y geht x aber nur lber seine Projektion auf

y ein, so daB aquivalent Ay'y minimiert wird mit [|Ay|]| = 1: das Mi-
nimum ist |ly||= |IN vec A. |,und fiir BEN:
£(B) < [BII* + A-I"/s (B) = |BII® + s*|A-||° = v(2s*A) .

Dies bedeutet, dal B* optimale Lo6sung von D ist. Die Aussage lber

A* erhalten wir, wenn wir zurick nach (i) gehen:
VBENND (n) : <B,A*> 2 0

sichert wegen der Selbstdualitdt von NND(n) (1.5.a), dal A* NND
ist. °
Jetzt fehlt nur noch ein kleiner Schritt, um auch das Pri-

malprogramm zu losen.

4 SATZ. (Bester nichtnegativer Schdtzer fir g't)

Gegeben bei ein Varianzkomponenten-Model Y ~ (3 buaxg; Y t«Vi)
und eine erwartungstreu NND quadratisch schdtzbare Linearform g't,
gER*,, von t. Der nach Satz I.2.2 gegebene beste defekte Schit-
zer (MN-UB-IQE; MINQUE) Y'AY fir gq't sei nicht NND: A # 0

Dann bestimmt die durch

vec A* := vec A + s*N vec A. ; s* = ||A|I?/|IN vec A_||* ;



definierte symmetrische Matrix A* den besten nichtnegativen Schdt-
zer Y'A*Y fir q't, das heifst die erwartungstreue NND quadrati-

sche Schdtzfunktion von Rleinster Norm (MN-UB-NND-QE). Ihre Norm 1ist
gleich ||B||* + s*||A||?.

BEWEIS. A* ist NND nach Satz 3(b). Als Summe eines erwar-
tungstreuen Schatzers fiir g't und eines erwartungstreuen Schat-
zers fir Null ist Y'A*Y erwartungstreu fir g't. Also ist A* eine
zulassige Losung des Programms P aus §1. Die Zielfunktion hat an
dieser Stelle den Wert

c@x) = JBIF + (s*)* s@) = I&I* + s*[|A|° ,
ist also gleich Y (B*): Der Blitznachweis von Optimalitat 3.4
ergibt die Behauptung.

Die angegebene Darstellung fir den besten nichtnegativen
Schatzer Y'A*Y 1laRt sich so deuten, dal der Negativteil A. des
besten defekten Schatzers Y'AY - also gerade der defekte Teil -
geeignet korrigiert wird. Es ist bemerkenswert, daB die Berech-
nung von A*, wie sie hier vorgefihrt wurde, maBgeblich auf der
Losung des Dualprogramms D beruht; es wlirde gewil die Einsicht
férdern, wenn die Nichtnegativ-Definitheit von A* "direkt" und
ohne Rickgriff auf D gezeigt werden konnte.

Im folgenden Korollar wiederholen wir die Sd&tze 3 und 4

in der Sprache der Programmierungstheorie.

5 KOROLLAR ZzU DEN SATZEN 3 UND 4. (Die Programme P und D)
(a) D ist ein Dualprogramm von P.
(b) Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:

A =0
A ist optimale Lésung von P
0 ist optimale Losung von D

(c) Die folgenden vier Aussagen sind dquivalent:
AL #£0
N vec A # 0

N vec A- # 0 und A* 1ist optimale Lbésung von P

N vec A- # 0 und 2s*A_ ist optimale Lésung von D
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6 BEISPIEL. Heteroskedastische Varianzen. In §1.2 ist der
beste defekte Schatzer fiir eine einzelne Komponente o,° berechnet
worden; dabei gehdren zu B, die folgenden vier Eigenwerte A; mit

den Eigenraum-Projektoren E (A;)

M= -[(n-1) (n-2)17" < 0; A= 0 > N ;
A3 = (0 = n - nn) [ne(n-1) (n-2)17" > Ay ;
N = (n° - n - ny) [ne(n-1) (n=2)17" > A3 ;
E(A1) = (In=Ve) - [n-ng] " (In=Vi) Ja (In-Vi)
E(A) = J, ;

E(A3) = n[ng(n-ng)] ™" MVeJ VM, ;

E(Xs) = Vi - 0o ViJoVye = Diag[0:M, :0] ;

mit beziehungsweisen Radngen n-ny-1; 1; 1; ny-1. Aus dieser Spek-

tralzerlegung folgt A,. = -AE (A1) . Man berechne zunachst
<E (A1) ,MViM> = <E (A1) ,Vi> = nj (1-8:x) (n—n-1) [n-n,] ™"

und dann mit der in $I.3.12 angegebenen Inversen von Dy'Dy:

s (By-) =|1B|l” = A% ¥i,5-1 <E(A1),Vi> (Dy'Dy) 55 <E (A1), Vs>
= (n-n, -1)n,(ne-1) [ (n-n,) (n-1)°(n-2)°17" ;
s* = (n-1) (n-2) (n-n,) [ng(ne-1)17"
Fir y'A*y = (yQy) 'vec A* lautet der gemdl Satz 4 zweite Term:

s* (yQ®y)'N vec B, =

—Hyx B K_l 2_2 B K_l
_ n-n y'E(}\l)y _ (n-n ) (n n+n) y'MnY + (n-n n

Ny (ng=-1) ng (ng=-1) (n-1) (n-2) Ny (ng=1) (n-2)

- Ag) Y'E(Ng)y

v "M, ViMpy

A Y'E(A)Yy - A3 y'E(A3)y +(

ng-1

Satz 4 fihrt wiederum zum besten nichtnegativen Schatzer Y'Ai*Y
fir oﬁ wie er schon in $§2.6 angegeben wurde. In §10 werden wir
A* ein drittes Mal bestimmen, dann mit Negativitdt eliminierenden
Projektoren.

Wir erdffnen uns jetzt weitere Wege, um A* zu berechnen, in-
dem wir statt des "theorielosen" Einstiegs in mathematische Pro-
gramme, wie wir ihn in Kapitel 3 beschrieben haben, W. Fenchel's
ausgefeilte Dualitédtsaussagen fir konvexe Programme verwenden.

Dabei verzichten wir zunadchst auf die Kenntnis der Satze 3 und 4.
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7 SATZ. (Fenchel 'sche Dualitdt fiir P und D)

Gegeben bei ein Varianzkomponenten-Model Y ~ () bnxy; Y tyVi)
und eine erwartungstreu NND quadratisch schédtzbare Linearform q't,
g€R*,, von t. Fiir die in $1 und §2 definierten Programme P und D gilt:

(a) D 1ist ein Dualprogramm von P.

(b) A* € Sym(n) 1ist optimale Lésung von P und B* € Sym(n) 1ist
optimale Lbésung von D genau dann, wenn gelten

(1) A* € C(q) ; (2) A » 0 ; (5) B* = 0 ;
(3) <A*,B*> = 0 ; (4) 3INER*: 2A*-MB*M = Y AMV.M

BEWEIS. Die Behauptung folgt als Anwendung des Theorem 31.4
in Rockafellar (1970 p.335).

Wir setzen C = C(g)NL wie im Beweis zu Hilfssatz 2. Es sei
O(A|C) die konvexe Indikatorfunktion fir C (op.cit. p.28), sie
hat den Wert 0, falls A € C, und den Wert +e, falls A& C. Auf
Sym(n) definieren wir die Funktion f(A) := ||2||> + S(A|C). Mit K :=
NND(n) 1ist das Programm P dquivalent mit der Bestimmung wvon
inf { £(A)|AEK }. K ist ein abgeschlossener konvexer Kegel mit K*
= K = K (§1.5.a); da mindestens eine zuldssige Ldsung fir P exi-
stiert, ist f proper, convex und closed (op.cit. pp.24,52). Es
gilt -f*(B) = infaec £(A) - <A,B> = ¢ (B) (op.cit. p.104); also
ist der Dualkandidat D aquivalent mit der Bestimmung von

-inf { £*(B) |IBEK*}. SchlieBlich besagt Hilfssatz 1.5(b):
ri dom(f*) N ri K* = PD(n) # 0.

Das erwahnte Theorem liefert jetzt Behauptung (a) und be-

schreibt die Optimalitadt von A* und B* aquivalent durch
(6) B*€9f (A*); (2) A*EK; (5) B*€EK*; (3) <A*,B*> =0

Eigenschaft (6) bedeutet, daB B* Subgradient von f in A* ist,
das heiBt (op.cit. p.214):

(6) VZ€Sym(n): ||z||® + S(Z|C) = ||]A*]||* + S(A*|C) + <B*,Z-A*>.
In dieser Formulierung ist (6) &aguivalent dazu, daBl (1) gilt und
(6a) VZEC: ||Z2 -A*+A*||*? > ||a*||* + <B*,Z-A*>.

Substituieren wir W := Z-A*, dann variiert W iUber den zu C
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gehdrenden linearen Raum C-C, oder gleichwertig: vec W € RNy:
(6a) Vvec WERN: [W[|* = <B*-2A*,w>

Untersucht man flir positive und negative Vielfache oW die Grenz-

werte fiir o-0, so erhdlt man vec (B*-2A*) 1 RNy, oder aquivalent

vec (2A*-MB*M) C RIN = RDy, das heiBt (4). °
Durchschlagende Kraft erhalt dieser Satz, wenn wir die opti-

male Loésung B* aus Satz 3 einsetzen:

8 KOROLLAR DER SATZE 3 UND 7 (Konstruktionsanleitung fiir A*)
Sei R nicht NND. Es 1ist Y'A*Y bester nichtnegativer Schdtzer fiir

q't genau dann, wenn gelten

(1) A* € C(q) ; (2) A* = 0 ; (3) <A*,A> =0 ;
(4) INER*: A* - s*A. = 3 A MVM

Damit ist die Infimum-Bedingung des Programms P aus §$1 durch
die A* enthiillenden Eigenschaften (3) und (4) ersetzt worden.
Neben Satz 4 haben wir jetzt die Moglichkeit, A* mittels Negati-

vitat eliminierender Projektoren zu berechnen.

9 SATZ. (Negativitdt eliminierende Projektoren)

Gegeben bei ein Varianzkomponenten-Model Y ~ () buxy; Y tyVy)
und eine erwartungstreu NND quadratisch schédtzbare Linearform q't,
g €R*,, von t. Der nach Satz 1.2.2 gegebene beste defekte Schitzer
(MN-UB-IQE; MINQUE) Y'AY fiir gq't sei nicht NND: A_ # 0. Es sei
Q* der Projektor auf den Nullraum von XX' + A_

(a) o* ist ein Negativitdt eliminierender Projektor, das
heifit: Fir den besten nichtnegativen Schdtzer (MN-UB-NND-QE) Y'A*Y

fur g't gilt:
A* = 5 Ay Q*V,Q* mit beliebiger Lésung A von Dg«'Dox A = g

(b) Sei Q. der Projektor auf den Bildraum von A*. Dann gilt
Q* ¥ Q« und jeder Projektor Q im Intervall [Q.,Q*] 1ist ein Negati-

vitdt eliminierender Projektor zur Schdtzung von g't.

BEWEIS. Fiur Projektoren sind die Ordnungen RQ: C (RQ* und
Q* - QO+« = 0 gleich (Ben-Israel & Greville 1974 p.71). Wir benutzen
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die Hilfssatze 1.4;1.5;1.6 und die Eigenschaften (1)-(4) aus Ko-

rollar 8. (1) und (2) implizieren RA*CRMA*MCRM = NXX', aus (3)

folgt RA* € RA. = NA, zusammen gilt RQ« = RA* C 1 XX'+A. = RQ*

und Q* > Q«. Sei Q € [Q+,Q*] ein Projektor. Einerseits bewirkt

Q = Q«, daB RA* € RQ und A* = QA*Q. Andererseits impliziert Q* 3>

Q, daB RQCRQO* = NA_.NRM und daher zum ersten RQ € RM und QM = Q
i-

und zum zweiten RQCNA. und A.Q = 0. Dies verwenden wir nun in E
genschaft (4):

A* = S*A_ + Y A¢ MV,M = QA*Q = 0 + Y Ay QViO.

Erwartungstreue (1) bestimmt A als beliebige Ldsung von Dg'DgA
= g: Q ist ein Negativitat eliminierender Projektor (§2.4.b). °
Der Negativitat eliminierende Projektor Q* wird durch den
Negativteil des besten defekten Schatzers Y'AY festgelegt: der
beste defekte Schadtzer mag zwar nicht defektfrei sein, er enthidlt
aber doch alle wesentliche Information zur besten nichtnegativen
Schatzung.
10 BEISPIEL. Heteroskedastische Varianzen. Wie in §$6 ange-
kiindigt, berechnen wir Ay* jetzt mit dem Negativitat eliminieren-
den Projektor QO* aus Satz 9. Man findet leicht, auch ohne die

Spektralzerlegung von A, in §6, dab
0* = E(A3) + E(Ag) = E(X3) + O« 2 O

Die Q*-reduzierten zerlegenden Matrizen Q*V;Q* sind:

Q*ViQ* = ni[n-n 7 (Ve = —SI14)Jn (Ve - —I,)  fiir i # x
Q*VxQ* = M,ViM, |
Mit dem Vektor z := nfl(n—nK) e, + nK[n—nK]"l Zi#<rf&ni e; gilt:
Do«"Dox = zz' + (ng-1) exex' ;
A= nng(ne1) 170 e = (neny) [ng(ne=1) 171 1
SchlieRlich erhalt man ) A;Q*V;iQ* = [nK—l]_l Diag[O:N&K:O] = A*

11 Zum SchluB kehren wir zu der allgemeinen Diskussion wvon
§1.1 zurick, welcher Stellenwert dem Problem negativer Varianz-
schatzung zusteht.

Zwel Annahmen stehen am Anfang der Theorie: die Model lannahme

beschrankt die Klasse der Verteilungen von Y auf solche, die den
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Momentenbedingungen &Y = 3 byx; und DY = ) t,Vy geniigen; die
Entscheidungsannahme beschrankt die Klasse der Entscheidungsfunk-

2 und darunter

tionen auf Schatzfunktionen von - sagen wir - oy
auf die quadratischen, NND und erwartungstreuen.

Von einem "Problem" zu sprechen ist miBig, wenn die beiden
Annahmen miteinander vertraglich sind: Im vorstehenden Beispiel
heteroskedastischer Varianzen existieren erwartungstreue NND qua-
dratische Schatzfunktionen, falls nur ny > 1; der beste defekte
Schatzer (MINQUE) hat zwar durchaus interessante Eigenschaften,
aber seine mangelnde Nichtnegativ-Definitheit disqualifiziert ihn
trotzdem.

Anders im Fall der Varianzanalyse, wo DY = 0ﬁ5+z 0x°Vx und
die gemeinsame Varlanzkomponente o° verhindert, daB die anderen
Komponenten O’ erwartungstreu NND schatzbar sind. Den zwei Annah-
men entsprechend gibt es eine doppelte Moglichkeit zu reagieren.

Zum ersten mag man die Modellannahme in Frage stellen:
Nelder (1954) interpretiert negative Varianzkomponenten, indem er
einen zufadlligen Versuchsplan (randomisierte Blocke) unterstellt;
McHugh & Mielke (1968) gelingt eine Deutung dadurch, daBl sie die
Grundgesamtheit als endlich ansehen. Mit Satz 1.7 (Erwartungstreue
nichtnegative Schdtzbarkeit) haben wir eine notwendige und hin-
reichende Bedingung bewiesen, wann obige Modell- und Entschei-
dungsannahme nicht zu einem Problem fihren; will man die Klasse
linearer Modelle nicht verlassen, so sollte man trachten, daB
reale Experiment durch ein Modell solcher Art zu beschreiben.

Zum zwelten kann man die Entscheidungsannahme bemadngeln:
Thompson (1962) maximiert die Likelihood-Funktion unter den
Nebenbedingung &,° 20; Federer (1968) schliagt eine zwar nichtnega-
tive Schatzfunktion vor, die aber kaum weitere Giiteeigenschaften
besitzt. Es gibt andere Moglichkeiten, die dem bisherigen Vorge-
hen weniger fremd sind: In der Klasse aller NND quadratischen
Schatzfunktionen Y'AY fir g't minimiere man die Verzerrung (Bias)
IDu'vec A — q||?, oder aber man bestimme Minimax Mean Square Error
Schatzer (§1.3.5).

Wie wir im AbschlieBenden Ausblick gleich begriinden werden,
sind diese Minimierungsaufgaben von der gleichen Bauart wie die

gerade geldste nichtnegative Schéatzung von Varianzkomponenten.



Kapitel 5

ABSCHLIESSENDER AUSBLICK

1 Im Mittelpunkt des expositorischen Teils stand die Streu-
ungs-Mittelwert-Korrespondenz, die die quadratischen Streuungs-
schatzer als lineare Schatzfunktionen im abgeleiteten Modell dar-
stellt. Der verwendete Tensorkalkiil der Algebra reduziert aber
nicht nur quadratische Funktionen auf lineare, sondern ganz all-
gemein multilineare. Das gibt den AnstoB, auch die Schatzung von
Schiefe und ExzeR mittels transformierter Modelle abzuhandeln. Im
Ergebnis konnten die heuristischen Schatzer von Anscombe (1961)
in die allgemeine Theorie eingeordnet werden.

Damit erweist sich die Schéatztheorie linearer Modelle fir
alle Parameter: Mittelwert, Streuung, Schiefe und ExzeB, als eine
von Grund auf lineare Theorie. Zwar rechtfertigt sich eine solche
Linearisierung durch die handlichen Verfahren, die sie liefert,
doch stellt sie auch Anforderungen an die Skrupellosigkeit des
Benutzers: Haufig ist der Ubergang von der Menge der mdglichen
Parameterwerte zu ihrer linearen Hille modellwidrig, und dieser
Fundamentaldefekt Linearer Modelle wird von der rein linearen
Theorie einfach miRachtet.

Um diesen Defekt zu untersuchen, forderten wir in Teil III
unabhadngige Wiederholungen eines normalverteilten Beobachtungs-
vektors. Die Ergebnisse bleiben bruchstiickhaft, und auch das Vor-
gehen bricht mit dem vorher entwickelten Stil: es widerspricht
der normalverteilungsfreien Schatztheorie, auf die in der ersten
Halfte Wert gelegt wurde, und fihrt zu einer Art asymptotischer
Aussagen fir Verfahren, die im tUbrigen durch ihre finiten Eigen-
schaften charakterisiert sind.

2 Der Fundamentaldefekt umfalt als wichtigen Sonderfall die
nichtnegative Schdtzung von Varianzkomponenten. Dafiir haben wir in
Teil IV eine vollstandige Losung angeboten, die von der einge-

setzten Theorie her von grdBerer Tragweite zu sein verspricht.

89
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Zu dieser Aussicht gelangen wir, wenn wir mit der durch die
Streuungs-Mittelwert-Korrespondenz begrindeten Anschauung die
nichtnegative Schatzung von Varianzkomponenten auf die Mittel-
wertschatzung ibertragen. Betrachten wir ein lineares Modell
Y = Xb, in dem zum ersten b beschrdnkt ist auf einen Kegel K, des
RP, und zum zweiten - und dies ist der wesentliche Punkt - Y nur
Werte in einem Kegel K, des R" annimmt. Eine zu schatzende

lineare Funktion Lb, LER"P erzeugt den Bildkegel L(Kp); es sei
O[Kn, L(Kp) ] := { DER™| B(K.) < L(Kp) )

der Kegel aller kegelerhaltenden linearen Abbildung von R" in R®.
Gesucht sei nun ein bester kegelerhaltender Schdtzer fir 1Lb, der
per Definition unter allen erwartungstreuen kegelerhaltenden
linearen Schatzfunktionen die Norm minimiert; fiir einen solchen

Schitzer LY ist T optimale Lésung des Programms

~

|Z ||2 = inf
P T € C(L) (
T € T[Ky, L(Kp) ] .

Erwartungstreue)

(Einige Eigenschaften des Kegels II nennt Berman 1970 pp.50-57).

Mit dieser Formulierung werden eine Reihe wichtiger Spezial-
falle abgedeckt. (a) Bei der nichtnegativen Schatzung von Vari-
anzkomponenten erhdlt man genau das Programm aus §1.3: Fir qERﬁ>
gilt g'R% = R*, und es ist II[NND(n),R*] = NND(n).

(b) Fir die NND Schitzung der Streuungsmatrix sei G der
Kegel derjenigen Parameterwerte t€R*, fiir die Y t«Vyx NND ist;
untersucht werden muB dann II[NND(n),q'G.

(c) Als Beispiel aus der Mittelwertschatzung betrachte die
Schatzung eines nichtnegativen Mittelwertparameters b€ RF,;
allerdings muB auch ein Kegel K, festgelegt werden.

(d) Verzichtet man auf Erwartungstreue und wechselt die
Zielfunktion, dann erfalt der hier diskutierte Programmtyp auch
die in §4.11 erwahnten Minimum Bias und Minimax Mean Square Error
NND quadratischen Schatzfunktionen fur g't.

Teil IV zeichnet vor, wie ein Versuch aussehen koénnte, den
konvexen Fundamentaldefekt in voller Allgemeinheit zu beheben.

®
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