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Mandatszuteilungen bei Verhaltniswahlen:
Erfolgswertgleichheit der Wahlerstimmen

Von Friedrich Pukelsheim®*

Zusammenfassung: Der Grundsatz der gleichen Wahl wird vom Bundesverfassungsge-
richt fir Verhaltniswahlen so prazisiert, dass die Erfolgswerte der Wahlerstimmen so
gleich wie mdglich ausfallen sollen. In der vorliegenden Note wird diese Zielsetzung
operational umgesetzt. Malzahl fiir den Erfolgswert einer flr eine Partei abgegebenen
Wahlerstimme ist der Quotient aus Mandatsanteil und Stimmenanteil dieser Partei. Um
die Erfolgswerte der Wahlerstimmen zu vergleichen, werden zwei Wege vorgeschlagen.
Der erste beruht auf dem Unterschied der Erfolgswerte je zweier Wahlerstimmen unter-
einander, der zweite summiert die Abweichungsquadrate aller Erfolgswerte vom idealen
Erfolgswert. Werden diese Malzahlen so klein wie méglich gemacht, so fiihren beide Wege
zu der Divisormethode mit Standardrundung, die mit den Namen von Daniel Webster,
Andre Sainte-Lague und Hans Schepers verbunden ist.

Summary. The German Federal Constitutional Court interpretes the constitutional prin-
ciple of equal election so as to demand an equal success value for each vote. In this paper
we propose an operational approach to achieve this goal. The success value of a vote cast
for a certain party is the quotient of the proportion of seats and the proportion of votes
for this party. We consider two ways of measuring inequality among the success values.
The first is a pairwise test, based on the disparity between the success values of any two
votes. The second sums over the squared deviations of each success value from the ideal
success value. Either way inequality is minimized by a unique apportionment method,
the divisor method with standard rounding that is associated with the names of Daniel

Webster, Andre Sainte-Lague, and Hans Schepers.

1. Einleitung

Der Deutsche Bundestag hat in seiner 58. Sitzung am 30. September 1999
mit den Stimmen des ganzen Hauses die Beschlussempfehlung des Wahl-
prifungsausschusses angenommen. Unter anderem wird die Bundesregie-
rung gebeten zu prifen, ob die derzeit glltige Mandatszuteilungsmetho-
de von Hare/Niemeyer durch die Methode von Sainte-Lague/Schepers er-
setzt werden soll. Diese Priifungsbitte, die auch vom Bundeswabhlleiter un-
terstutzt wird, erwuchs aus der Behandlung der Einspriiche gegen die Wahl
zum 14. Deutschen Bundestag. Mehrfach wurde dabei auf paradoxe Un-
zulanglichkeiten der Methode von Hare/Niemeyer verwiesen und betont,
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dass diese bei der Methode von Sainte-Lague/Schepers nicht auftreten. Die
Zuteilungsmethode von Sainte-Lague/Schepers wird vom Bundestag fur sei-
ne interne Arbeit verwendet, das heilt fur die Besetzung der Bundestags-
ausschiusse und fur die Vergabe der Ausschussvorsitze im Verhéltnis der
Fraktionsstarken. Um den in den Wahleinspriichen vorgetragenen Einwen-
dungen zu begegnen, liegt daher die Frage nahe, ob die Methode von Sainte-
Lague/Schepers nicht nur fur die interne Bundestagsarbeit die bessere ist,
sondern auch fir die eigentliche Wahl zum Bundestag selber.

Dazu sollen hier einige Argumente zusammengetragen werden, warum
die Methode von Sainte-Lague/Schepers fur die Zwecke des Bundeswahlge-
setzes in der Tat als ,die beste” Zuteilungsmethode gelten kann. Nun ist
einem solchen Anspruch, ,,die beste” Methode zu sein, mit groter Zuriick-
haltung zu begegnen. Denn es gibt keine absoluten MaRstédbe dafir, was
eine Mandatszuteilungsmethode als ,,gut”, ,,beste”, ,,gerecht oder ,,gleich”
auszeichnet. Alle Gutekriterien sind relativ und missen aus Sicht der vorge-
gebenen verfassungsrechtlichen Normen bewertet werden. Das Bundesver-
fassungsgericht deutet den Grundsatz der gleichen Wahl fir das Bundes-
wahlgesetz so aus, dass die Erfolgswerte der Wahlerstimmen so gleich wie
mdoglich ausfallen sollen. Die Methode von Sainte-Lague/Schepers erweist
sich als erfolgswertoptimal in dem Sinn, dass sie der Erfolgswertgleichheit
der Wéhlerstimmen naher kommt als jede andere Mandatszuteilungsmetho-
de.

Fur die Mandatszuteilung am Ende der Wahl sind nur die zuteilungs-
berechtigten Stimmen ausschlaggebend. Bei einer Bundestagswabhl ist eine
Zweitstimme zuteilungsberechtigt, falls sie giltig ist und fur eine Partei ab-
gegeben wird, die mindestens funf Prozent der giiltigen Zweitstimmen erhalt
(Finfprozentklausel) oder mindestens drei Direktmandate erringt (Grund-
mandatsklausel) oder eine nationale Minderheit vertritt (Minderheitenpri-
vileg). Fur die ( Parteien, die an der Mandatszuteilung partizipieren, be-
zeichnen wir die auf Partei i entfallende Zweitstimmen mit Vj (Voten). Die
Summe aller zuteilungsberechtigten Stimmen sei V = v\ + 111+ vt. Fur die
zu vergebenden M — 656 Bundestagsmandate legt die Mandatszuteilungs-
methode fest, wieviele Mandate rrn der Partei i zugeteilt werden.

2. Die Divisormethode mit StandardRundung
(Sainte-Lague/Schepers)

Die Erfolgswertoptimalitat der Methode von Sainte-Lague/Schepers werden
wir ausschlieBlich auf die Zuteilungsergebnisse griinden, die sie liefert. Der
Rechenweg, wie das Ergebnis gefunden wird, ist unerheblich. Zudem gibt es
fur die Methode von Sainte-Lague/Schepers nicht nur einen einzigen, ein-
deutig bestimmten Rechenweg, sondern géngig sind derer zumindest drei:
(1) eine Tabelle von Hochstzahlen, die auf der Teilerfolge 1, 3, 5, ... beru-
hen; (2) eine Tabelle von Rangmalzahlen, wie sie der Deutsche Bundestag
verwendet; (3) ein zweistufiges Rechenverfahren, wobei die erste Stufe nahe
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an das Zuteilungsergebnis hinspringt und die zweite Stufe etwaige verblei-
bende Diskrepanzen beseitigt. Ob ein Rechenweg dem anderen tberlegen
ist, ist unwichtig; das Ergebnis bleibt dasselbe. Dagegen ist wichtig, ob ein
vorgelegtes oder von den Medien verbreitetes Zuteilungsergebnis auf einfa-
che Art Gberprift werden kann.!

Die Proberechnung fiir die Methode von Sainte-Lague/Schepers gerét
dann extrem einfach, wenn mit dem Zuteilungsergebnis gleichzeitig als Hilfs-
groRe ein passender Divisor d zitiert wird. Um fir Partei i die Mandatszahl
mi zu bestatigen, wird die Stimmenzahl V{ durch den zitierten Divisor d
geteilt und der so erhaltenen Quotienten Vi/d standardmaRig gerundet: Be-
trégt der nach dem Dezimalpunkt auftretende Rest mehr als die Halfte, wird
aufgerundet: betragt er weniger als die Hélfte, wird abgerundet. Die Probe-
rechnung reduziert sich also auf die Regel: Teile und runde! Wir halten es
flr wichtig, auf den Vorteil dieser denkbar einfachen Proberechnung sicht-
bar hinzuweisen, und bevorzugen deshalb die Bezeichnung ,,Divisormethode
mit Standardrundung®.

Die Namen, mit denen die Methode verbunden wird, deuten auf ihre
Wurzeln hin. M. L. Balinski und H. P. Young, die 1982 mit ihrer Mono-
graphie Fair Representation die Untersuchungen der strukturellen Eigen-
schaften von Mandatszuteilungsmethoden entscheidend vorangebracht ha-
ben, weisen nach, dass die Methode schon 1832 von Daniel Webster vor-
geschlagen wurde. Andre Sainte-Lague bewies 1910, dass sie die Summe
der Abweichungsquadrate zwischen den realisierten Erfolgswerten und dem
idealen Erfolgswert minimiert. Ladislaus von Bortkiewicz zeigte 1919, dass
die Methode den Unterschied der Erfolgswerte je zweier Wéhlerstimmen so
klein wie mdoglich macht. Hans Schepers unterbreitete die Methode 1980
dem Bundestag als eine Alternative, die die Paradoxien der Methode von
Hare/Niemeyer vermeidet. Die VVorgeschichte kann die Methode aber nicht
eigentlich rechtfertigen. Ausschlaggebend ist, wie sie im Licht der verfas-
sungsrechtlichen Bestimmungen dasteht, die hier und heute gelten.2

1 Zu (1) siehe etwa H. Rihle, D'Hondt-Sainte-Lague statt D’Hondt-original: Ein Bei-
trag zur Wahl- und Chancengleichheit fiir Birger und Parteien. Zeitschrift fur Parla-
mentsfragen 9 405-414, 1978. Zu (2) S. 710 in P. Schindler: Datenhandbuch zur Geschich-
te des Deutschen Bundestages 1983 bis 1991. Baden-Baden, 1994. Zu (3) M. Happacher
und F. Pukelsheim: And round the world away. In: Proceedings of the Conference in Ho-
nor of Shayle R. Searle, Ithaca 1996 (Biometrics Unit, ed.), 93-108, Cornell University,
Ithaca NY, 1998; G. Dorfleitner und T. Klein: Rounding with multiplier methods: An
efficient algorithm and applications in statistics. Statistical Papers 40 143-157, 1999.

2 Daniel Webster (* 1782, £1852), US-amerikanischer Politiker. Andre Sainte-Lague [set
la'gy] (*1882, jI950), Professor fir Mathematiques generales en vue des applications am
Conservatoire des arts et metiers in Paris. Ladislaus von Bortkiewicz (*1868, fl931),
Professor an der Universitat Berlin und Direktor des Staatswissenschaftlich-Statistischen
Seminars. Hans Schepers (*1928), Leiter der Gruppe Datenverarbeitung der Wissen-
schaftlichen Dienste des Deutschen Bundestages.
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3. Erfolgswertgleichheit der Wahlerstimmen

Die Gutekriterien, mit denen Mandatszuteilungsmethoden zu bewerten sind,
leiten sich aus den allgemeinen Wahlgrundsétzen ab, die die Verfassung
vorgibt. Artikel 38 des Grundgesetzes legt fest, dass die Abgeordneten des
Deutschen Bundestages in ,,allgemeiner, unmittelbarer, freier, gleicher und
geheimer Wahl* gewdhlt werden. Davon ist der Grundsatz der gleichen
Wahl derjenige, der fur die Beurteilung von Mandatszuteilungsmethoden
bestimmend ist. Das Bundesverfassungsgericht entfaltet diesen Grundsatz
zuvorderst zur Erfolgswertgleichheit der Wéhlerstimmen. Bezugsgesamtheit
sind die Waéhler, nicht die Wahlbewerber und nicht die Parteien. In einer
seiner ersten Wahlrechtsentscheidungen definiert das Gericht 1952 die Er-
folgswertgleichheit mit dem Satz:,,...; alle Wéhler sollen mit der Stimme,
die sie abgeben, den gleichen EinfluR auf das Wahlergebnis haben.“3%

Die vi Wahlerstimmen, die auf Partei i entfallen, fihren zu einem Erfolg
von m,j Mandaten. Da alle Stimmen gleichen Z&hlwert haben, verteilt sich
der Erfolg von Mandaten in gleicher Weise auf die vt Stimmen. Eine
einzelne Stimme hat also mit dem Bruchteil rtii/vi am Erfolg teil. Noch
fehlt aber der Bezug auf die Gesamtheit aller Mandate und die Gesamtheit
aller Stimmen. Denn ob die rrii Mandate einen grol3en oder einen kleinen
Erfolg bedeuten, wird erst im Licht der Gesamtzahl M aller Mandate sicht-
bar. Beispielsweise sind 30 Sitze eine absolute Mehrheit in einem Ausschuf
von 50 Mitgliedern und eine kleine Minderheit in einem Plenum von 600
Mandaten. Ebenso ist das Gewicht von Vi Wahlerstimmen nur zu ermes-
sen, wenn die Zahl V aller Stimmen mitbedacht wird. Wir definieren daher
den Erfolgswert einer fir die Partei i abgegebenen Wahlerstimme als den
Quotienten von Mandatsanteil und Stimmenanteil:

mi/M

Erhélt man als Erfolgswert einer fur die Partei i abgegebenen Wéhlerstim-
me den Wert 1, so stimmen Mandatsanteil mi/M und Stimmenanteil vi/V
exakt Uberein und die Zuteilung trifft genau das Ideal, das die Proporzrech-
nung anstrebt. Der ganze, hundertprozentige Erfolg, der im Idealfall einer
Wéhlerstimme zukommen sollte, wird also durch den idealen Erfolgswert 1

3 BVerfGE 1, 208 [246].—Dasselbe Ziel mit derselben Intention formuliert schon
A. Sainte-Lague: ,,Pour que I'egalite des bulletins de vote soit aussi complete que possi-
ble, chacun des electeurs doit avoir la meme part d’influence.“ [S. 377 des Abstracts von
,La Representation proportionnelle et la Methode des moindres Carres®. Annales scien-
tifiques de I'Ecole normale superieure 27 529-542, 1910; Abstract in: Comptes rendus
hebdomadaires des Seances de I'Academic des Sciences 151 377-378, 1910; Ubersetzung
des Abstracts als Appendix 2 in A. Lijphart und R. W. Gibberd: Thresholds and payoffs
in list systems of proportional representation. European Journal of Political Research
5 219-244, 1977] Oder ein knappes Jahrzehnt spéater fast wortgleich G. Pdlya: ,,Das
Prinzip des gleichen Wahlrechts fordert die méglichst gleichmaRige Beriicksichtigung der
Wiinsche aller Wahler, aber nicht der Parteien, als solcher.“ [S. 308 in ,,Proportional-
wahl und Wahrscheinlichkeitsrechnung®. Zeitschrift fir die gesamte Staatswissenschaft
74 297-322, 1919]
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gemessen. Aller Erfahrung nach werden die Erfolgswerte der Wéhlerstim-
men vom idealen Erfolgswert 1 geringfiigig abweichen. Liegt der realisierte
Erfolgswert knapp unter dem idealen Erfolgswert 1, dann wird ein ganzer
Erfolg um ein Weniges verfehlt; liegt er knapp dariber, wird ein ganzer
Erfolg um ein Weniges tbertroffen.

Es gilt nun, auf diese Erfolgswerte den Grundsatz der gleichen Wahl an-
zuwenden. Dieser Grundsatz kann nicht die Anwesenheit makelloser Gleich-
heit erzwingen, sondern ruft nach der Abwesenheit vermeidbarer Ungleich-
heit. Die Frage lautet also, ob das Zuteilungsergebnis so ausfallt, dass die
Erfolgswerte der Wahlerstimmen so wenig ungleich sind wie mdglich. Die
Antwort hdngt davon ab, mit welchem AbweichungsmaR die Ungleichheiten
bewertet werden. Zwei Zugénge seien im Folgenden hervorgehoben. Der er-
ste zielt auf den paarweisen Vergleich je zweier Erfolgswerte (Abschnitt 4),
der zweite vergleicht alle Erfolgswerte mit dem idealen Erfolgswert 1 (Ab-
schnitt 5). Obwohl diese beiden Zugénge grundverschieden sind, zeichnen
sie dieselbe Zuteilungsmethode aus, ndmlich die Divisormethode mit Stan-
dardrundung (Sainte-Lague/Schepers).

4. Vergleich der Erfolgswerte je zweier Wahlerstimmen
UNTEREINANDER

Ist eine Partei mit dem Zuteilungsergebnis nicht zufrieden und will ein Man-
dat mehr haben, so muss dieses Mandat einer anderen Partei weggenom-
men werden. In einer Verteilungsrechnung muss deshalb die Verbesserung
an einer Stelle aufgerechnet werden gegen die notwendig damit einherge-
hende Verschlechterung an anderer Stelle. Es braucht also mindestens zwei
Beteiligte, um einen Vergleich der Erfolgswerte zu bewerkstelligen. Ein aus-
schlieBlich auf paarweisen Vergleichen beruhendes Abweichungsmaf nennen
wir lokal, da nur jeweils zwei der beteiligten Parteien miteinander verglichen
werden. Allerdings sind viele — ndmlich alle mdglichen — paarweise Ver-
gleiche durchzufiuihren. Zum Beispiel sind in der Bundestagswahl 1998 bei
sechs im Parlament vertretenen Parteien insgesamt 15 paarweise Vergleiche
notig.

Betrachten wir nun eine spezielle Paarung und vergleichen den Erfolgs-
wert einer fur die Partei i abgegebenen Wahlerstimme mit dem Erfolgswert
einer fur eine andere Partei j abgegebenen Wéhlerstimme. Als Unterschied

der Erfolgswerte der beiden Wahlerstimmen nehmen wir die be-
tragsmaRige Differenz her:

mi/M  mj/M

Vilv VjIv
In ihrer Gesamtheit bilden alle moglichen paarweisen Unterschiede ein loka-
les Ungleichheitsmal}, das mit dem Grundsatz der Erfolgswertgleichheit der

Waéhlerstimmen bestens harmoniert. Wenn ein einziger dieser Unterschie-
de dadurch verkleinert werden kann, dass ein Mandat zwischen den
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Parteien i und j transferiert wird, dann sollte dieser Transfer stattfinden.
Dann némlich ist die bestehende Ungleichheit in ihrem Ausmal vermeidbar
und die aus dem Transfer resultierende Zuteilung kommt der Erfolgswert-
gleichheit der Wahlerstimmen n&her. Eine Mandatszuteilung, bei der keiner
der vielen méglichen paarweisen Unterschiede durch einen Transfer verklei-
nert werden kann, macht die Ungleichheit der Erfolgswerte zwischen je zwei
Waéhlerstimmen so klein wie mdglich. Solche Zuteilungen liefert die Divisor-
methode mit Standardrundung (Sainte-Lague/Schepers).4

Abweichend von den absoluten Unterschieden U(i,j) kénnte man die re-
lativen Unterschiede bezogen auf den kleineren der beiden Erfolgswerte zu-
grunde legen. Dann erweist sich eine andere Zuteilungsmethode als optimal,
n&dmlich die Divisormethode mit geometrischer Rundung (Hill/Huntington),
die seit 1941 fur die Zuteilung der 435 Sitze des US-Représentantenhauses
an die 50 US-Bundesstaaten verwendet wird. Im deutschen Wahlsystem
dirfte die Relativierung der Erfolgswertunterschiede durch den Bezug auf
den kleineren der beiden Erfolgswerte keinen Bestand haben. Dadurch wird
némlich eine flr eine grofle Partei abgegebene Wahlerstimme bei einem Ver-
gleich mit einer fiir eine mittlere Partei abgegebenen Wahlerstimme anders
gewichtet als bei einem Vergleich mit einer fir eine kleine Partei abgege-
benen Wéhlerstimme. Eine solche variierende Gewichtung widerspricht der
Zahlwertgleichheit der Wahlerstimmen, die das Bundesverfassungsgericht
ebenfalls aus dem Grundsatz der gleichen Wahl herleitet. Die relativen Un-
terschiede werden im deutschen Wahlsystem dem Grundsatz der gleichen
Wabhl nicht gerecht.

5.Vergleich der Erfolgswerte aller Wahlerstimmen mit dem
idealen Erfolgswert

Eine andere Kennzahl zur Messung der Ungleichheit der Erfolgswerte be-
zieht die Erfolgswerte aller Wéhlerstimmen auf den gemeinsamen, idealen
Erfolgswert 1. Dieses Kriterium ist einerseits einfacher, weil es nur einen
Wert liefert und nicht etwa 15. Andererseits ist der Rechenaufwand groRer,
weil gleichzeitig alle Wahlerstimmen zu beriicksichtigen sind. Wir sprechen
deshalb von einem globalen, summarischen Kriterium, im Gegensatz zu den
lokalen, paarweisen Vergleichen des vorangehenden Abschnittes 4.

Fur eine auf Partei i entfallende Wéhlerstimme messen wir die Abwei-
chung des realisierten vom idealen Erfolgswert durch das Quadrat

mi/M _
Kvilv — )

Dieses Abweichungsquadrat tritt fir jede Wahlerstimmen auf, die fir Par-
tei i abgegeben wird, also Vj-mal. Schlieflich summieren wir Uber alle Par-

4 S. 608 in L. v. Bortkiewicz: Ergebnisse verschiedener Verteilungssysteme bei der
Verhaltniswahl. Annalen fur soziale Politik und Gesetzgebung 6 592-613, 1919; S. 101 in
M. L. Balinski und H. P. Young: Fair Representation — Meeting the Ideal of One Man,
One Vote. New Haven CT, 1982.
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teien:
mr/M
Vilv

Die so erhaltene Summe der Abweichungsquadrate bildet ein globales Maf}
fir Ungleichheit, das mit dem Grundsatz der Erfolgswertgleichheit bestens
harmoniert. Wenn durch Ubergang zu einer anderen Zuteilung die Summe
der Abweichungsquadrate verkleinert werden kann, dann sollte das gesche-
hen. Denn dann ist die bestehende Ungleichheit vermeidbar und die neue
Zuteilung kommt der Erfolgswertgleichheit ndher. Eben dies leistet die Di-
visormethode mit Standardrundung (Sainte-Lague/Schepers).5

Das vorstehende Ungleichheitsmal? bewertet den Gleichheitsanspruch der
Wahlburger nicht individuell, sondern vielmehr in der Summe der Anspriiche
aller Wahlbturger im Blick auf den gleichheitsverwirklichenden Idealwert 1.
Sowohl diese Gesamtschau als auch der Bezug auf einen Idealwert fuhrt zu
einem hoheren Abstraktionsniveau neben den eher handfesten, paarweisen
Vergleichen in Abschnitt 4. Es ist in der Tat verwunderlich, dass die zwei
verschiedenen AbweichungsmaRe nicht zwei verschiedene Zuteilungsmetho-
den begriinden, sondern ein- und dieselbe, ndmlich die Divisormethode mit
Standardrundung (Sainte-Lague/Schepers). Man mag darin eine Bestati-
gung sehen, dass die Erfolgswertgleichheit der Wéhlerstimmen einen Wahl-
grundsatz darstellt, der fir Verhéltniswahlsysteme Uberaus nattrlich und
angemessen ist.

Anders als mit dem Quadrat kénnte man die Abweichung zum idealen
Erfolgswert 1 stattdessen mit dem Betrag

Vi

rrn/M

messen. Fur die Vi Wahler der Partei i betragt die Abweichung zusammen

mj/M _ vV
«i/V M

Bis auf den gemeinsamen Faktor V/M, den wir weglassen, erhalten wir
insgesamt

M

Es verbleiben I Summanden, fir jede Partei einer, und der Bezug auf die
V Wahler geht verloren. Daher ist die Summe der Abweichungsbetrage ei-
ne MaRzahl fir den Gesamtfehler, der an den t Parteien begangen wird.
Denn fir Partei i wird die Mandatszahl m-; verglichen mit den y-Af Man-
datsbruchteilen, die dem Stimmenanteil y entsprechen. Wir nennen die

s S. 532 in A. Sainte-Lague, a.a.O.; S. 962 in F. W. Owens: On the apportionment of
representatives. Journal of the American Statistical Association 17 958-968, 1921; S. 103
in M. L. Balinski und H. P. Young, a.a.0.; S. 128 in K. Kopfermann: Mathematische
Aspekte der Wahlverfahren. Mannheim, 1992.
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yM Mandatsbruchteile den ldealanspruch der Partei i. Die Summe der
Abweichungsbetrdge ist ein globales Mal dafiir, ob die Mandatszahlen der
Parteien den Idealanspriichen nahekommen. Dieses Abweichungsmal} wird
minimiert von der derzeit gesetzlichen Quotenmethode mit Ausgleich nach
grolten Resten (Hare/Niemeyer).

Soweit die Erfolgswertgleichheit der Wahlerstimmen und die Befriedi-
gung der ldealanspriiche der Parteien miteinander konkurrieren, dirfte wohl
die Erfolgswertgleichheit den Vorrang erhalten. Demokratischer Souveran
sind die Wahler, nicht die Parteien. Der Grundsatz der gleichen Wahl erfor-
dert vorrangig, dass die Wahler mit gleichem Erfolg an der Wabhl teilnehmen
kénnen. Der Anspruch auf (Chancen-)Gleichheit bei der Wahl, den Wahl-
bewerber und Parteien geltend machen, ist nachrangig.

Ob man die Abweichung zwischen realisierten und idealen Erfolgswerten
mit Quadraten oder mit Betrdgen misst, hat noch eine andere Konsequenz.
Ein sachgerechtes Ungleichheitsmal} sollte umso kleinere Kennzahlen lie-
fern, je weniger ungleich ein Zuteilungsergebnis ausféllt im Vergleich zu
einem anderen. Diesem Zweck wird die Summe der Quadrate weitaus bes-
ser gerecht als die Summe der Betrége, ,,indem man sich gewiss lieber den
einfachen Fehler zweimal, als den doppelten einmal gefallen 1&[3t.“6 Es sollte
also ein geringeres Gewicht haben, wenn zwei Parteien je ein Mandat zu-
viel bekommen, als wenn eine Partei zwei Mandate zuviel hat. Wir werden
anhand des Ergebnisses der letzten Bundestagswahl illustrieren, dass die
Summe der Abweichungsbetrdge solchen Konstellationen blind gegentber-
steht, wahrend die Summe der Abweichungsquadrate so differenziert, wie es
wiinschenswert erscheint.

6. Beispiel. Die Bundestagswahl 1998

Wir veranschaulichen die allgemeinen Ausfilhrungen mit den Ergebnissen
der Wahl zum 14. Deutschen Bundestag am 27. September 1998; siehe Ta-
belle 1. Die Zahl der zuteilungsberechtigten Stimmen betrug V = 46 408 690,
die Gesamtzahl der Mandate M = 656; die Uberhangmandatsproblematik
lassen wir unbeachtet. Neben den Stimmen- und Mandatszahlen geben
wir die Stimmen- und Mandatsanteile an, gerundet auf Zehntelprozent. In
den Zeilen ,,S-L/Sch” sind die Zuteilungsergebnisse nach der Divisorme-
thode mit Standardrundung (Sainte-Lague/Schepers) notiert, in den Zeilen
,-H/N* die der Quotenmethode mit Ausgleich nach gréfiten Resten (Ha-
re/Niemeyer).

Betrachten wir zunéchst die Oberzuteilung an die Parteien, bei der beide
Zuteilungsmethoden dasselbe Ergebnis liefern. Mit dem zitierten Divisor

6 S. 323 in C. F. Gauss: Anzeige: Theoria Combinationis observationum erroribus mi-
nimis obnoxiae, pars prior. Géttingische gelehrte Anzeigen. Stiick 33 vom 26. Februar
1821, S. 321-327; ebenfalls S. 97 in C. F. Gauss: Carl Friedrich Gauss Werke, Band 4,
Gottingen 1880, Neudruck Hildesheim 1973: S. 192 in C. F. Gauss: Abhandlungen zur
Methode der kleinsten Quadrate, in deutscher Sprache hg. von A. Bérsch und P. Simon,
Berlin 1887, Neudrucke Wiirzburg 1964, Vaduz 1998.
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d = 70840 l&l3t es sich einfach Uberpriufen. Zum Beispiel werden bei der
vorletzten Partei 3°g8405 = 43.49 Mandatsteile zu 43 Mandaten abgerundet,
weil der Rest 0.49 unter einem Halben bleibt. Bei der letzten Partei erhélt
man = 35.51 und es wird auf 36 Mandate aufgerundet, weil der Rest
0.51 grofRer ist als ein Halbes. Jede andere Zahl im Intervall von 70 826.6 bis
70 857.8 kann ebenfalls als Divisor dienen und fuhrt zwar nicht zu denselben
Quotienten, wohl aber zu denselben Rundungsergebnissen. Die Erfolgswerte
einer fur die Partei 1, ..., 6 abgegebenen Wahlerstimme ergeben sich zu
0.99906, 1.00019, 1.00016, 1.00708, 0.98737 und 1.01247. Die erste Partei
und die finfte Partei bleiben knapp unter dem idealen Erfolgswert 1 (um
—0.1 bzw. —1.3 Prozent), die anderen liegen knapp dariiber. Die zweite und
dritte Partei realisieren den idealen Erfolgswert 1 bis auf Bruchteile eines
Promills.

Im Sinn der in Abschnitt 4 herausgestellten Optimalitat der Divisorme-
thode mit Standardrundung (Sainte-Lague/Schepers) kann keiner der 15
paarweisen Erfolgswertunterschiede dadurch verkleinert werden, dass ein
Mandat zwischen zwei Parteien transferiert wird. Zum Beispiel erhalten wir
fur den Erfolgswertunterschied einer Wahlerstimmen fur die erste Partei und
einer Wéhlerstimme fir die sechste Partei den Wert [0.999 — 1.012| = 0.013.
Der Erfolgswert einer Wéhlerstimme fur die erste Partei ist kleiner als der
Erfolgswert einer Wéhlerstimme fur die sechste Partei; der Transfer eines
Mandats von der sechsten zur ersten Partei kehrt diesen Vorteil zwar um,
aber der Unterschied zwischen den Erfolgswerten wéchst auf 0.018, das heif3t
um den Faktor 1.36:

286/656 35/656

20181269/46408690 ~ 2 515 454/46408 690 11.002-0.9841 = 0.018

Gleichzeitig ist die Summe der Abweichungsquadrate vom idealen Erfolgs-
wert 1 so klein wie nur méglich. Fur das Zuteilungsergebnis nach der Divisor-
methode mit Standardrundung (Sainte-Lague/Schepers) betragt sie 1066.8.
Der Transfer eines Mandats von der sechsten zur ersten Partei vergrofert
diesen Wert um den Faktor 1.32 auf 1407.4.

In Abschnitt 5 haben wir zur Messung der Abweichung vom idealen Er-
folgwert 1 ausgefuhrt, dass die Summe der Quadrate etwaige Ungleichheiten
feinfuhliger offenlegt als die Summe der Betrage. Zur Illustration transferie-
ren wir vier Mandate der Partei 1 an die Parteien 3 und 4. Die funf mogli-
chen Transfers werden von der Summe der Quadrate in der Bewertung so
unterschieden, wie man sich das wiinscht:

Transfer Partei 3 Partei 4 Summe der Summe der
(3324480 Zweitst) (3301624 Zweitst)  Quadrate Betrage
(1) 47 + 4 47 +0 297443 9.636
2 47 +3 47 + 1 21701.7 9.636
3) 47 + 2 47 + 2 19701.7 9.636
4) 47 + 1 47 + 3 237443 9.636
(5) 47+ 0 47 + 4 33829.7 9.636
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Transfer (1) gibt alle vier Mandate an Partei 3, Transfer (5) gibt sie an Par-
tei 4. Die Summe der Abweichungsquadrate weist Transfer (1) mit 29 744.3
als weniger ungleich aus als Transfer (5) mit 33 829.7. Dies ist angemessen,
weil Partei 3 mehr Stimmen auf sich vereinigt hat als Partei 4. Fur Transfer
(3) wird mit Kennzahl 19701.7 die geringste Ungleichheit gemessen. Dies
Uberzeugt, da die Stimmenzahlen der beiden Parteien ungeféhr gleich sind
und Transfer (3) die beiden Parteien gleich behandelt. Dagegen steht die
konstante Summe der Betrége solchen Feinheiten blind gegeniber.

Fur die sechs Unterzuteilungen an die Landeslisten der Parteien ist Ta-
belle 1 spaltenweise zu lesen. Als Beispiel kommentieren wir die Unterzu-
teilung der 47 Mandate von Biindnis 90/Die Griinen an die 16 Landeslisten.
Fir die Divisormethode mit Standardrundung (Sainte-Lague/Schepers)
kann jede Zahl im Intervall von 71039.2 bis 73275.6 als Divisor dienen;
der zitierte Divisor 71340 erlaubt einen besonders schénen Vergleich mit
den zitierten Divisoren fur die Oberzuteilung und fur die anderen Un-
terzuteilungen. Die Quotenmethode mit Ausgleich nach groflten Resten
(Hare/Niemeyer) liefert dasselbe Zuteilungsergebnis, aufler dass ein Man-
dat vom Saarland nach Nordrhein-Westfalen transferiert wird. Fur diesen
Transfer ergeben sich folgende Kennzahlen. Zehn Mandate fiir Nordrhein-
Westfalen bedeuten, dass eine dort abgegebene Wahlerstimme den Erfolgs-
wert 74591i° 34J01624 ~ 0.942 erzielt und damit den idealen Erfolgswert 1
um 94.2 — 100 = —5.8 Prozent verfehlt. Die Zuteilung eines elften Man-
dats wiirde die Landesliste natirlich besserstellen. Aber die Sicht nur eines
einzelnen Beteiligten reicht nicht aus, um die Auswirkungen eines Man-
datstransfer in der gesamten Verteilungsrechnung zu beurteilen. Die erziel-
te Verbesserung muss aufgerechnet werden gegen die Verschlechterung, die
andernorts durch die Wegnahme des Mandats verursacht wird.

Fur die Zuteilung mit der Divisormethode mit Standardrundung (Sainte-
Lague/Schepers) betragt der Erfolgswertunterschied zwischen je einer Wah-
lerstimme in Nordrhein-Westfalen und im Saarland

10/47 1/47 ~ 00916
745911/3 301624 37807/3 301624 R

Im Zuteilungsergebnis der Quotenmethode mit Ausgleich nach gréfiten Re-
sten (Hare/Niemeyer) wachst der Erfolgswertunterschied auf

11/47 0/47 — 1036
745911/3 301624  37807/3 301624 R

um den Faktor 1.13. Bei 16 Landeslisten gibt es 120 Mdglichkeiten, ein
Mandat von einer Landesliste zu einer anderen zu transferieren. Jedesmal
féllt der Erfolgswertunterschied fir die Zuteilung gemaR der Divisormetho-
de mit Standardrundung (Sainte-Lague/Schepers) so klein wie mdglich aus
und wird durch einen Mandatstransfer nicht noch kleiner, sondern groRer.
Fur die gesamte Unterzuteilung an die Landeslisten von Bindnis 90/Die
Grinen ist die Summe der Abweichungsquadrate fir die Divisormethode
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mit Standardrundung (Sainte-Lague/Schepers) 108262.1, fir die Quoten-
methode mit Ausgleich nach gréfiten Resten (Hare/Niemeyer) 116667.7.

Die zitierten Divisoren lassen sich so interpretieren, dass fir jedes vol-
le Ausschopfen des Divisors ein Mandat zugeteilt wird; die verbleibenden
Reststimmen bringen ein Mandat nur dann, wenn sie die Halfte des Divisors
Uberschreiten. Zwar ist die Interpretation des Divisors als ,,ungeféhre Stim-
menzahl pro Mandat" einpragsam, sie darf aber nicht verwechselt werden
mit dem Ziel, die Vertretungsgewichte der Mandate so gleich wie mdglich
zu machen. Gleiche Erfolgswerte der Wéhlerstimmen, gleiche Vertretungsge-
wichte der Mandate und gleiche Befriedigung der Idealanspriiche der Partei-
en sind drei Ausdeutungen des Grundsatzes der gleichen Wahl, die trotz aller
Gemeinsamkeiten in ihrer Verschiedenheit miteinander konkurrieren. Be-
stimmend ist die Erfolgswertgleichheit der Wahlerstimmen, und damit har-
moniert die Divisormethode mit Standardrundung (Sainte-Lague/Schepers)
besser als jede andere Zuteilungsmethode. 7

Friedrich Pukelsheim

Institut fur Mathematik

Universitat Augsburg

D-86135 Augsburg
Pukelsheim@Math.Uni-Augsburg.De

1 Zu Einzelfragen sei auf Folgearbeiten verwiesen, die im Internet-Verzeichnis
www.math.uni-augsburg.de/stochastik/reports/ abgerufen werden kdnnen: Report 414
zu den Vertretungsgewichten der Mandate [Kritische Vierteljahresschrift fiir Gesetzge-
bung und Rechtswissenschaft 83 76—103, 2000], Report 421 (mit A. W. Marshall, I. Olkin)
zum Majorisierungsvergleich von Divisormethoden, Report 422 zu den Idealanspriichen
der Parteien [Zeitschrift fur Politik 4.7 (Heft 3), 2000], Report 423 (mit N. R. Draper,
M. Drton und K. Schuster) zur Verzerrtheit und Unverzerrtheit von Mandatszahlen.
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