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1 Einleitung

Ein jeder von uns kennt peri,odische Muster. Die wohl einfachste Form sind
quadratische Kachelmuster, uns allen bekannt aus Küche und Bad oder den
Rechenkdstchen des Mathehefts. Aber auch andere regelmäßige Vielecke
(Polygone) sind geeignet, periodische Muster zu erzeugen, wie das Drei-
oder Sechseck. Das Beispiel des regelmti$i,gen Fünfecks zeigt jedoch, dass
nicht jedes beliebige Polygon gewählt werden kann: Bei dem versuch, die
Ebene mit Fünfecken zu überdecken, entstehen unschließbare Lücken.1

Abbildung 1.1: Periodische Muster und Gegenbeispiel

Eine ganz andere Art von Beispielen für periodische Muster sind die Kunst-
werke des niederländischen Künstlers M. C. Escher, wie sie die unten ste-
hende Abbildung2 zeigt:

Abbildung 1.2: Bild von M. C. Escher
I Abbildung vgl.http://wwvr.schoenleber.org/penrose/f-d-penrose.html
2Abbildung vgl.http:l lmatheplanet.com/mätheplanet/nuke/html/article.php?sid:420



"Periodos" kommt aus dem Griechischen und bedeutet soviel wie "regelmä-

ßige Wiederkehr": Zeichnet man periodische Muster auf einer Folie nach

und verschiebt diese anschließend, passt irgendwann das nachgezeichnete

Muster wieder genau auf die Vorlage - wohlgemerkt allein durch Parallel-

Verschiebung, Drehungen oder Spiegelungen sind nicht erlaubt.

Daneben gibt es aber noch eine weitere Klasse von Mustern: Die Ni,cht-

periodischen und einige lVluster dieser Art weisen trotz ihrer Nicht-Periodizi-

tät einen hohen Ordnungsgrad auf, sie sind also alles andere als willkürlich

aufgebaut. Das wohl bekannteste Beispiel hierfür sind die von Roger Pen-

rose, einem in Oxford lehrenden Mathematik-Professor, in den 70'er Jahren

entdeckten Penrose-Muster [vgl.PR,S.32ff].

Abbildung 1.3: Ausschnitt aus einem Penrose-Muster

Diese Muster, die aus zwei Sorten von Rauten bestehen und die die Ab-

messung des regelmäßigen Fünfecks benutzen, gehören auf Grund ihrer en-

gen Verbindung zum Goldenen Schnitt und der daraus resultierenden Form-

schönheit, zu den faszinierendsten Mustern überhaupt. Und das schöne an

ihnen ist; dass man ihr Grundprinzip auch jedem Nicht-Mathematiker plau-

sibel machen kann!

\[
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In clel vorliegenclen Arbeit möchte ich zuerst auf die Erzeugurrg cler Penrose-
t'fuster eingelien. Dies soll auf zweierlei Weisen geschehen: In erinern ersterr
Schritt möchte ich clas elementargcornetrische \rorgehen schilderrr, rvelches
eitten Bezug cler Penrose-N,Iuster zum regelrnäßigerr Fünfeck herstellt. beyor
ich dann in einem weiteren Schritt das Projektionsverfahrerr vorstelle. An-
hand beicler N{ethoclen wird danrr auch ersichtlich, wieviele Perrrose-il.luster
es clerrn eigentlich gibt, nänrlich überabzählbar viele.

Dzrs Hartptaugenrnerk clieser Arbr:it soll clann aber auf einern anclerren Punkt
liegcrr: Eirr beliebiges Pettrose-XIuster lässt sich stets zu einern gröf$ere1 bzrv.
kleinelrert Nluster transformieren, rvelches rviecler ein Perrrose-N{uster ist.
Diese Trattsformationett rverclen In,flation bzw. De;flnfion genarrnt. hn Fall
cler eletnrttttargeornetrischt:n Nlethode ist cler Deflatiorrsprozess nicht 1ur ein-
cleltttig, was betcleutet, class clie R.auten tler Penrose-NIuster unter Deflation
in der imnter gleichen Art und Weise unterteilt werclen, sonclerrr vielme|r
die defirrierende Eigensdraft dieser \,'Iuster. L. Danzer und K.-p. Nischke
stellen cliesbeziiglich ähnliche Überlegungen für clas regelmäßige Siebeneck
an [vgl.ND,S.231ffl. Im Fall der Projektionsmethode ist clagegen niclit sofort
ersiclrtlich, warum und wie die Penrose-R.auten unterteilt |:zw. zu grölSeren
Rautett zusantlnengefasst rverclen. \rergleiche hierzu insbesondere die Arbeit
von N.G. cie Bmijn [vgl.BN,S.61l. Genau dies sol l  nun aber gezeigt werclen:
Die eindeutige und mit der elernentargeornetrischen N,Iethocle iibereilstirn-
mende Unterteilung der Penroser-Rauten unter Deflation.

\lein herzlicher Darrk gilt nreinern Betreuer .lost-Hinrich Eschenburg, der
stets fiir matliernatische Diskussionen bereit war. Durch llnsere zahlreichen
Sitzurrgerr steckte er mich letztlich rnit seiner "Perrrrose-Leiclenschaft" arr.
so dass clierse Zulassttngsarbeit fiir mich ein spannerrcles Unterfangen wurcle
und keine lästige Arbeit auf derm weg zum Staatsexarnen. Danke!



2 Die elementargeometrische Methode

Wie bereits elrvähnt, benutzen Penrose-N'luster die Abnresungetr dcs regel-

rrräßigerr Fiinfccks, lvelches sie gelvisserrnaf3en r:rttfalterr. Dics ist iiuch rticht

sclrrver einzusehen, maclrt rnan sich zunächst rnit dern Fiinfet:k uncl seriner

Svrnrnetlie vertraut.

2.1 Das regelmäßige Fünfeck und der Goldene

Schnitt

Das regelrnäßige Irünfeck ist wohl die rnathematische Konstruktion mit der

höchsten magischen Anziehungskraft. Schneidet rnan seine Diagonalen, so

erhält rnan ein Pentagramrn - jenes Syrnbol, das sich im Laufe der Geschich-

te zahlreiche sagenurnr,vobene Geheirnbiinde zum Zeichen rvählten. Nicht zu-

letzt die Freimaurer und Illuminaten, uns allen bekannt aus Dan Brolvns
"Sakrileq".

Abbildung 2.1: Das regelmäl3ige Fünfeck rnit seinem Diagonalenpettta-
gramm

Was aber genau übt diese Faszination aus? N'Iit dem regelniäßigen Fünfeck

eng r.erbunden ist ein besoncleres Zahlenverhältnis: Der Goldene Schnitt.

Viele Proportionen in Natur, Kunst und Biologie stehen in genau diesem

Verhältnis zueinancler und schon seit cler Antike sincl Nlathernatiker, Kiinst-

ler uncl Philosoohen von dieserm fasziniert. Auf Grutrd seines ästhetischen



Einrlrucks auf ilen Betrachter rvird cler Gol<lene Schnitt seit der Renaissance

atllc,lt harmoni.s che Tezlurr,q genannt.

Zrvei Strccken a un<l ö stehen genan dann inr Vcrhältnis Q cles Goldenen

Schrritts zueinander, \,venn sich die größere Strecke a r,rt kleineren Strecke

b verhält wie clie Summe aus beiclen zur größeren: f, : + :1 + * Für das

Längenverhältrris f :: O ergibt sich somit Ö : 1 f f trncl nach Auflösung

<licser Gleichung O : j( t  + r/S) = 1,618. Das Besondere an diescm Zah-

lenr,erhältnis ist lrun seine Irrationalität, welche rnan gut sielrt, betrachtet

nran die rricht abbrecheltde Ketterrbruchnäherutrg voll (D: (D: 
*+

hn regehnüßigen Fiirrf'eck steherr rrun Diagonaler D uncl Seitenlänge ,S irn

\ erhälrris des Golclerren Sc:hnitts zueittattcletr:

NIan betraclrte zuerst eirt regelnräßigcs Fürrf'eck mit Seite ,S und eitter ein-

gezeichnerten Diagonale D.

' j .

Abbildung 2.2: Das regelmä{3ige Fiinfeck mit Seite ,S urrd Diagonale D

/t" '..

Spiegelt nlan nun dieses Fünfeck an unten

clurch eine Ecke und den N,'littelpunkt cler

rrrarr clic folgende Situation:

eingezeichneter Svmmetrieachse

gegeniiberliegetrclen Seite, erliält

S

('

1

Q
Abbildung 2.3: Das regelrnäßige F ünfeck rnit Seite ,S uncl Diagonale D 8e-

spiegelt an der eingezeichnetett Synttnetrieachse



Der bei der Spiegelung entstanclene Diagonalenschnitt teilt nun clie Diago-

nalen in zwei Abschnitte: Eine Seite S (.le eine Seite urrcl eirre Diagon:ile

sind parallel) unrl eirre kurze Strecker (, - S) Ferner bilclen clic Diagona-

le D uncl die beiden Fiirrfecksseiten S sowie eine Seite ,S und clie beiden

kurzen Strecken (, - S) zwei Dreiecke. Diese Dreiecke sind auf Grund der

Syrnnretrie cles regelrnäßigen F ünfecks beziiglich <ler eirrgezeichneten Achse

glcichscherrklig uncl cla sie einerr gcmeins:rrnen Winkel einschließen (zrvischerr

rlr:r Gnrrtdseite D und Seite ,S bzrv. cler Grutrdseite S urrcl Seite (, - S))

arrch ähnlic:h ztteinanrler. Im Folgcrrclcn sollcn sie ;rls hre)ie Dreiecke bezeich-

rret nerrlerr. trs gi l t  sornit:  g#*."*: 
, :o 

:3: ry urrcl rnit  o,: S

rrncl b: (D - S) [vg1.2.1] sieht nran sofort, tl:rss clics genau das Zahlenr.er-

hältnis <D rles Golclenen Schnitts ist! Inr regelrnälligerrr Fiinfeck gilt rlaher:
t ) ; , , , , , , - , , 1 .

####h: Q u1d cleshalb D : QS bzrv. ,5 : eD rnit ip ': ä.

Datreben erkennt rnan irr Abbildung 2.3 aber noch ein zrvcites gleichschenk-

liges Dreieck mit Gmrrdseite (, - S) urrcl Seite S, welches zu den breriten

Dreieckerrr nicht ähnlich ist und im Folgenden als schmales Dreieck bezeich-

net werden soll. Mit a : S und b : (D - ,S) sieht man auch hier rvieder:
C l r u n d s e i t e  _  ( r - S )  _  !  _  7  _ , n

se l te  -5  r r  Ö Y- '

Ferner kann man auf Grund der Fünfecks-vmmetrie auch leicht die Innenrvin-

kel in Abbildung 2.3 berechnen, berclenkt rnan, dass cler Innenrvinkel eines

regelmäßigen Fünfecks gleich 108' ist uncl die Winkelsumme im Viereck
qleich 360":

/-\.
t?ztÄ,\-/\-- \

{}z

)*

Abbildung 2.4: Die Innenrvinkel irn rcgelrnäßigen
gonalenschnitt

Fiint'eck mit seincm Dia-

Alle vorkomrnenclen Innenrvinkel des regehnäßigen Fünfecks rnit dem ihrn

einbeschriebenen Diagonalenpentagrarnnr sind sornit Vielfache von 36o, näm-

l ich 36" .72"urrd 108 ' l

J "

./o/ / \



2.2 Die Penrose-Rauten

\Aias aber haberr nun die Penrose-N'luster mit dern regelrnäfSigen Fiinf'eck

uncl denr Golclerren Schnitt zu tun'/

Penrose-N,luster lassen sich beschreiben als "Fliesen- oder Kachelmuster,

die aus zrvei Sortcn \ron rhombenförmigen Fliesen bestehen, eitter breiten

rurrd einerr schrn:rlerr" IEB,S.8l. Diese beiclen Fliesen - im Folgetrclert ,Rllrlri-

hen,iRau,tez genarrrrt - sincl nun aber nichts arrrleres als die svmmetrischerr

Ergärrzrurgerr der beiclen soeben beschrieberlcn v€rsChieclerten gleichschenkli-

gen Drciecke irn rcgerlmäßigen Fünfeck nrit seineni Diagonalenpentagrarnrrr,

llcnirrrnt H rt,lb rh, o rn,Lten [r,gl. EB, S. 8] .

Abbildung 2.5: Die beiden Penrose-Rauten: Die breite R,aute ist die sJ'm-
metrische Ergärrzurrg cles breiten gleichschenkligen Drei-
ecks, die schmale Raute ist die symmetrische Ergänzung des
schmalen gleichschenkligen Dreiecks

Arrfgnrnd dieser Korrstruktion über das regelrnäßige Fünfeck rveiß rnan nun

sofort: Die beiden Seitenlängerr S der Rauten sincl gleich, in der breiten

Raute gtl t  D##,k: *:;o und rl ie Innenrvinkel sind 72'uncl 108", in cler

sc:lrnralen R,aute dzrgegen gllt D#h6: (r-:o : Q uncl die Innenrvinkel

s i t r r l  3Lr '  r t t t r l  lJ4o. l

2.3 Deflation und Inflation

Eine eingangs schon erwähnte Besonderheit cler Penrose-N{uster ist ihre De-

bzw. Inflationseigenschaft. Diese Eigenschaft ist aber nicht nur erstaunlich,

tDiagonale rneint hier jeweils die in
der ieweiligen Raute, die ancleren
essant

Abbildung 2.5 gestricllelt eingezeiclirrete Diagorrale
beiden Diagonalen sind für das Folgendc urtinter-



sonclern vielrnehr das Charakteristikum der Penrose-N,'{uster. also cleren de-
finiererrde Eigenschaft! Was ist clamit gerneint'/

Beicle Halbrhomben der Penrose-R.auten lassen sich rvie Abbildung 2.6 zeigt
<lttrch tlen Diagonalenschnitt des Fiinfecks und clie zur Fünfeckseite parallele

Gerade durch den Diagonalenschnittpunkt in kleinere Dreiecke zerlegen.

Abbildung 2.6: Die Urrterteilung der Halbrhornben durch den Diagonalen-
schnitt und die zur Fünfeckseite parallele Gerade clurch den
Diagonalenschnittpunkt

Dabei wird die breite Halbrhornbe in zwei kleine breite und ein schrna-

les Dreieck, die schmale Halbrhornbe in ein kleines breites und ein kleines

schmales Dreieck unterteilt. Auf Gruncl der Gleichheit der Winkel sind die-
se kleineren Dreiecke forrngleich zu rlen beiden Penrose-Halbrhomberr: Das
kleine breite Dreieck zu der breiten Halbrhombe uncl das kleine schmale

Dreieck zu der schmalen Halbrhombe.

.a+

v

Abbildung 2.7: Die Unterteilung der beiderr Halbrhornben



Auch die kleineren Dreiecke können

noclr kleirrere lbrmgleiche2 Dreiecke

nun wieder auf die gleiche Art durch

unterteilt werclen.

Abbilrlung 2.8: Nochrnalige Unterteilung cler beiclen Halbrhornberr

Diese Unterteilung der Penrose-Halbrhonrben durch formgleiche kleinere

Dreiecke ist eindeutig, wie die folgenrlen Überleglngen zeigen. Dazu rväh-

len wir eine bereits einmal unterteilte breite Halbrhombe als Ausgangs-

Halbrhombe [vgl.Abb.2.7] und schauen uns an) welche N,Iöglichkeiten es je-

weils fiir eine nochrnalige Llnterteilung gibt.

Betrachten wir als erstes das kleine schmale Dreieck. Abbildung 2.7 zeigt,,

wie ein solches schmales Dreieck unterteilt rvird. Insgesamt gibt es zwei

Niöglichkeiten, diese Unterteilung durchzuführern:

Abbildung 2.9: Die beiden Unterteilungsrnöglichkeiten des kleinen schmalen
Dreiecks

'Wiecler wcgen der Gleichheit der Wirrkel

i 0



Von den kleinen breiten Dreiecken betrachten wir zunächst das rechte. Äuch
hier gibt Abbildung 2.7 die Unterteilung vor und es existieren wieder genau
zwei Möglichkeiten, diese vorzunehmen:

Abbildung 2.10: Die beiden Unterteilungsmöglichkeiten des rechten kleinen
breiten Dreiecks

In der Kombination gibt es somit erst einmal

Unterteilungen der Ausgangs-Halbrhombe:

mögliche nochmaligevler

Abbildung 2.11: Die vier vermeintlichen Unterteilungsmöglichkeiten

Fordert man jedoch, dass die Kanten eindeutig unterteilt werden, d.h. dass

wenn eine Kante unterteilt wird, diese Unterteilung von beiden Seiten ge-

schieht, bleibt die vierte Unterteilungsmöglichkeit als einzig mögliche übrig

(rot eingekreist in Abbildung 2.7L) - die Unterteilung des kleinen schmalen

Dreiecks und des rechten kleinen breiten Dreiecks ist somit eindeutig.

11



Wie aber sieht es rnit dem linken kleinen breiten Dreieck aus'/ Die Art cler

Unterteilung ist natiirlich die gleiche wie im Fall des formgleichen rechten

kleirren breriten Dreiecks und auch hier sibt es wieder zrvei Nlöelichkeiten,

r l iesc vorzrr r re l r  t t  rc t r  :

, r ' , \

: } \

Alrbilclrrng 2.72: Die beiden Untertcilurrgsmöglichkeiten des linken kleinen
breiten Dreiecks rnit der eindeutigen Unterteilung cler an-
deren beiden kleinen Dreiecke

N{it der Forclerung nach einer eirrdeutigen Unterteilurrg der Kanten fällt

aber auch hier die erste der beiden Unterteilungsmöglichkeiten rveg und

rn:rn erhält so schlicfdlich insgesamt clie Eincleutigkeit der Unterteilurrg der

breiten Halbrhornbe wie schon in Abbildung,2.7 rlargestellt. Da die schmale

Hallrrhornbr: ein Teil cler breiten Halbrhombe ist, ist somit aber auch sofbrt

clie eincleutige Unterteilung der schmalen Halbrhombe gezeigt.

Dierser Unterteilungsprozess lässt sich nun beliebig oft rviederholetr, so dass

rrlan zu eriner irnmer feineren Unterteilung der l>eiden Pettt'ose-Hälbrhomben

kornmt.

Die Betonurrg liegt hierbei iedocü auf formgleich: Bei der Unterteilung ent-

stehen auf Gruncl cler Winkelgleichheit wiecler Penlose-Halbrhornben, nicht

ctrva beliebige Dreiercke! Die Forclerung nach einer eindeutigen Untertei-

lung der Kanten in oben beschriebenern Sinrr garantiert zudern, dass sicli

die kleinererr H:rlbrhomben jerveils zu neuen, ebenfalls kleineren Penrose-

Rauten ergänzen. Im Folgenclen soll eine Unterteilung gerlau dieser Art,

also eine Unterteilung der Halbrhomben mit einer eittdeutigen Unterteilung

cler Kanten, als korr,s'isten,t bezeichnet werden.

Wie entsteht nun ein Penrose-N4uster'/ Dazu wird wieder eine breite Perrrose-

Halbrhombe als Ausgangs-Halbrhombe gewählt uncl konsistent urrterteilt.

12



Auf Grund der Konstruktion der Penrose-Rautetr iiber clas regelmäßige

Fünf'eck kennt man clen Faktor, um clen clie Seiten cler kleinen breitert

Dreiecke kleirrer sincl als die Seiterr der zrt rliesen Dreiecken fbrrnglerichen

Arrsgnngs-Halbrhornbe: p.

\

Abl;ildung 2.13: Die Ausg:rngs-Hall.rrhonrbe einmal unterteilt: Die Seiten
rler kleinerr breitcn Dreiecke sincl ttrn clen Faktor .p klei-
netr als clie Seiten cler forrngleichen Ausgangs-Halbrhorrrbe

Die urrterteilte Ausgangs-Halbrhombe wircl ntrn genau um diesen Faktor

<l vergrößert, was bedeutet, dass die urspriinglich kleirreren Unterteilungs-

rhomben nun clie Größe der Ausgangs-Halbrhornbe besitzen.3 Und auch die

vergrößerten Halbrauten werclen lnln rvieder konsistent unterteilt und urrt

den Faktor ö vergrößert und immer so lveiter.

Abbildung 2.14: Die einrnal unterteilte Ausgangs-Halbrhonibe aus Abbil-
dung 2.13 um den Faktor O vergrößert uncl ein zweites
N'lal unterteilt (gestrichelte Linien)

3Sei r die Seitenlänge der Ausgangs-Halbrhonrbe- Die Seitenlätrge rler kleinen breiterr
Dreiecke ist sornit ,pr:. Die N'Iultiplikation rnit Ö liefert nun: (pr')Ö : *t0 - .r. (la

p :  + ,  vg l . 2 .1

1 Q
L ,  )



Abbildung 2.15: Die zweimal urrterteilte Ausgangs-Halbrhombe aus Abbil-
dung 2.14 um den Faktor Q vergrößcrt uttcl ein drittes il'lal

unterteilt (gestrichelte Linien)

Durch konsistente Unterteilung uncl stetiges Vergrößern erzeugt man so

schließlich eine Pflasterung der Eberre: Das Penrose-Nluster. In endlich vie-

len Schritten wircl ein Teil der Ebene becleckt, in unencllich vielcn Schritten

schl ießl ich < l ie  gat rzc Eberre l l

Warum aber spricht man dann von clen Penrose-N'Iustertr und rticht von

einern einzigen'/ Die Urrterteilung der Halbrauten ist eindeutig und so zeigt

diese Konstruktiorr cloch gerade die Entstehung eines einzigett Nlusterrs.

Der Schliissel zu dieser Frage liegt in der Umkehrbarkeit clieses Prozesses:
"An jecler Stelle cles Nlusters lassen sich nrehrere benachbarte Halbrhornben

so zllsamrnerrfassen, dass sie grof$e Rhomben der gleichen zrvei Fornren (brei-

te und schrnale) bilclen, wobei die Unterteilung der großen Halbrhornberr

clurch clie kleineren wie [clie in Abbilclurrg 2.71 gezeigte Zerlegung aussie]rt

und die grofien R,hornbcn bilclern zusammerr rvieder ein (neues) Penrose-

Nluster" [ tr8,S.81.

Inr Gegensatz ztr Unterteilung, die eincieutig ist, ist dieser Prozess des Zu-

sammenfassens von Halbrauten jecloch nicht eindetttig, derrn eine schma-

le Halbraute kann sorvohl als Teil der breiten R.aute als auch als Teil rler

{Die Abbildungen 2.14 uncl 2.15 dienen zur Veranschaulichung cler Kotrstruktionsidee,

cler lergrößerungsfaktor ist claher nur theoretisch (0, aus Platzgrünclen hat er jew'eils

einen etwas ancleren Wert

1,1



schmalen Raute aufgefasst werden - es gibt also stets neue Möglichkeiten

der Verzweigung und kein Teil legt fest, wie die ganze Pflasterung aussehen

wird. Deshalb gibt es auch überabzählbar viele Penrose-Muster [vg1.3.3].

Abbildung 2.16: Die kleine schmale Halbraute: Einmal als Teil a., il.it.r,
' Raute und einmal als Teil der schmalen Raute

Formal wird dieser Unterteilungs-Prozess der Penrose-Halbrhomben in form-

gleiche kleinere Penrose-Halbrhomben nun als Deflation und seine Umkeh-

rung als Inflation bezeichnet [vg1.3.a.1].

Neben diesem elementargeometrischen Zugang gibt es aber noch eine weitere

Möglichkeit, PenroseMuster zu erzeugen. Es handelt sich dabei um die

Projektionsmethode, welche im folgenden Abschnitt erklärt werden soll.
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3 Die Projektionsmethode

Die Pro.jektiottstnetltocle ist einer Nlethode zur Erzeugung quasiperiodischer

\luster. G:rrrz irllgcntein geht rnzrn d:rbci von eirrern n-dimernsiorralerr Git-

tetr cles R" aus, l'ott (lerrr cl:rrrn ein bcstirnrnter Aussc;hrritt auf einerr A-

rlinrensionalerr Urrtcrraurn des IRA' orthogolral pro.jiziert u'ird.

Unr clicses Wirkprirrzip zu verstr:hen, ist cs hilfi'eich. sich rlie Pro.jekti;-

trtetltocle arrr Beispiel cles 1R2, clen rvir urrs noch vorstellen können, klar zu

rrtaclren. Es gelte also irn Folgerrclen n, :2 uncl A; : 1.

3.1 Die Projektionsmethode im IR2

Das zweiclirnettsionale Gitter des R2 ist niclrts anderes als clas Rechenkäst-

chenmuster cler Ebene. Durch dieses wird nun eine Gerade E gelegt.l Die

Bedingung dabei ist, class die Gerade E clurch keinen Punkt cles Gitters

Z2 c iR.2 gehen darf, denn das garantiert gerade, dass clurch clie Projek-

tionsmethode eine Pflasterung entsteht [vgl.ST]. Nun interessieren uns clie
ganzzahligen Punkte tles IR2. also genau die Ecken des R.echenkästchennrus-

ters, clenn cliese lvollen wir projizieren - allerdings nicht alle, sonst gäbe es

einfach nur eirr rvirres Durcheinander von Punkten und mehr nicht. \\rie

aber katttt rnan festlegen, rvelche Gitterpunkte proiiziert rverclen sollen uncl

rvelche nicht?

Die Idee ist folgencle: N"lan betrachtet tlerr offenen Streiferr E + 12 (rvobei

l das offene Eirrheitsintervall (0, 1) berzeichnet), den man erhält, wenn man

eirr offenes Eirrheitsquadrat entlang cler Geraden E lau{'en lässt. Projiziert

rverclen IIun nur alle die ganzzahligen Gitterpurrkte. also alle Ecken des Re-

chenkästchenrnusters, die innerhalb des Streifens liegen.

I-E elrtspricht also gerade clenr einclimensionalerr a{linen Unterraunr von lR., auf rlen
projiziert werden soll
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Abbildung 3.1: Dic Proiektionsrnethocle im lR.2: Die eingezeichtteten Punkte

im lrrneren n'erden orthogorrzrl auf clie Gerade E projiziert

Dirs NIuste r [ . ls,clas wir in diesem Fall erhalten, ist eincl irnensiottol un.l l

besteht aus einer Abfblge von Abschnitten, die genau zrvei verschiedene

Lärrgerr haben. Die Projektionspunkte sirrd sornit die Llnterteilungspunkte

zrvischen t l iesen Abschnitten [vgl.3.4.1].

Abbildung 3.2: Das einclintensionale N"llster X"lB aü cler Geraclen E

Im Falle cler Penrose-N,{uster wircl nun das fiinfdimensionale Würfelmuster

cles IR.s auf einen Unterraum des R2, also eine Ebette, projiziert. Aber rratiir-

lich können auch hier nicht alle ganzzahligen Gitterpunkte z e V.5 1>rojiziert

r,verden. Ganz analog zu obigem Spielbeispiel betrachtet tnan deshalb clen

Streifen2 E+ It'. den man nun erhält, werln man den offenen Einheitsrvtirfel

1l' entlang cler Ebene E lauferr lässt uncl projiziert lverden wieder alle die

2Natiirlich ist E*15 kein zweiclirnensionalerr "Streifen" rnehr, rvie in der Beispielbetrach-

tung im IR2, scinderrr fünfdirrrensional. Die Terminologie soll aber der Anschaulichkeit

halber im Weiteren fortgefiihrt werclen, cla sie clurchaus eine Hilfe sein kann für tlen

Urngang irn R5. cler ia unserer \rorstellung niclit nrehr zugänglicir ist!
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Gitterprrnkte, clie irn Inneren clieses Streifens liegen. Penrcise-Nluster sinrl

somit nichts anclert-'s als "zr,veiclitnension:rle Schatten [...] des Wiirf'ehnusters

im fiinfclirnernsion:rlen R,aurn" [EB,S.9].

Allerclirrgs muss eine ganz bestirnnrte Ebene gewählt n'errlerr, clanrit rnan

auch rvirklich clie Penrose-N,{uster erhält - man kann also nicht beliebig pro-

. j izieren!

3.2 Die zyklische Koordinatenvertauschung

Urn dic Pro.jektion cler beiclen Perrrose-Rauterr zu errhalten, rniissen rvir äie

ortltogorrale Spaltung rles IR5 l-letrzu'hten, rvelche von cier zvklischerr Koor-

<l i t tatenvertauschung (:r,y, z,u, 'u) ,-- (y.2,u,, 'r ; , :r) erzeugt rvird. Die clazrr-

gehörigc Abbilclurrgsmatrix ,4 ist orthogonal, cl.h. dic Eigenräume zu ver-

scltieclenen Eigenwerten stehen senkrecht aufeinander. Bei der Suche nach

Eigenr'r,erten und Eigenvektoren miissen allerclings auch kornplexe W'erte

zugelassen werderr: Für jede kornplexe Zahl 1 mit 15 : 1 ist der V'ektor

d1 :  ( I ,^ i  ,^ l ' ,^ i3 ,^ ia)  wegen Aa. ,  :  ( .y ,^ l ' ,1 t t ,14,1)  :  l r ,  e in  Eigenvek-

tor vott A. Eigenwerte sirrcl clemnach al le l  mit i5: 1, also genau al le

fii'n,ften Einheit.srnu"r'zeln 1 : Ck : r.'# mit k - 1,.... 5 uncl trur für k : 5

bekornnten wir eine reelle Zairl. rrämlich 1. In cliesem Fall erhalten wir somit

e i r rer r  ree l len Eigenvektor ,  d ie  Rau,rn,d i ,agonale d, :  (1 .1,1,1,1) .  A ls  Eigerr -

vektor zum Eigenwert 1 rvird d von A fix gelassen, weshalb wir D : lRd auch

als Firgerude Itezeichnen wollerr. \{it den kornplexern Eigenvektoren ist zu-

nächst noch nicht viel anzufangen. Hier hilft aber clie folgenrle Überlegung:

Hat nratt eine reelle N,,Iatrix nrit konrplexen Eigenrverten und Eigenvekto-

I'en. so können die geltenden Gleichungen in ihren Real- urrcl hnaginärteil

aufgespalten werclen.

In  unserern Fal l  he i fd t  das für  1 :  (a* ib)  und ss:  (u* i ,u)  mi t  a ,b.u, , r r  €  lR:

4," ; :  A( t , - l i ,u) :  Au*, iA,u und 7 i . . . , :  (a+eb)(u- t iu) :  e , r l_bu1d,(eu+b,u) .

\!'cgerr der Gleichheit Acl : ^tLü gilt somit Au t iAu : o,u - bu I i,(aLt+ öu)

und ein Vergleich von Reral- und Irnaginärteil liefert die beiclen Gleichurrgen

( I )  fut , :  o, I i ,  -  b, t '  utrcl  ( I I )  Ar '  :  ur,*  bu

Sparrnt nlan nun mit Tr : R,e c,' und o : Inr .u eine Ebene E auf. so ist

diese reell und lvird von ,4 invariant gelassen. Invariant bedeutet irn Unter-

schiecl zu fix aber nicht, dass alle Punkte von ,e unter ,4 wiecler qenau auf
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sicli selbst abgebildet werclen, sonrlern nur. class Punkter der Ebene rvietler

auf Punkte cler Ebene (möglicherweise andere) abgebildet lverclen. Attlt:rncl

cler Gleichungen (I) und (II) können rvir deshalb auch noch versuchett ztt

bestirnrnen, $'ie clenn nun A gerrau arrf E rvirkt.

W e g e n  ^ t  :  i q k :  " T :  c o s ( + ) + z s i n ( f )  f ü r  k : 1 , . . . , 5  i s t  a : . o t ( f )

urrrl b : sin(f). Ferner haben die Vektoren u trnd u dic gleiche Länge

urrcl steherr aufcirrancler senkrecht. Der Gruttrl hierrfiir ist, class uJ : 1..)- eiII

,isotroper korrrplexor !'ektor ist, d.h. clie ()uarlratsurnrne seirter l{otnportettten

is t  Nul l :  u ;2 :  l+^ i2+^ i4+?u+18 :11^ i2*^1a+^l*^ /3 :  (1-^ t ' ) l (1- i )  :  O

ttncl claher gi l t :  0 : ur2 : (u i ' i t)2 : 'u2 - tP + 2itt t t  t tncl somit t t"2 - 'r '2 : 0

utt<l ?r't.' : (u. ?') : 0, rvas gcracle ltecletttct, cl:rss tlltr. also d:rss tr tt*d t.'

senkrerr:ht stehen.3 Deshalb rvirkt ,4 zruf E als eirte Dreltulrg urn clerr Winkel
'+ :  k '  .72".

Auf diese \\reise errhalten wir nun zu'ei zueinattder serttkrecht stehertde Ebe-

nen -81 uncl -82, aufgespannt von R.eal- und Imagirrärteil der \''ektoren uJ6

und c,,,,r, auf clenetr,4 als 72" l>2w.144" Drehurrg rvirkt. Beide Ebenen geherl

clurch clen Ursprung und stehen zudem noch senkrecht auf der Fixgeraderr

D. Es gilt also ETLE2ID was die eingangs beschriebene orthogonale Spal-

tung des IRr' liefert.

Ziel war es, die Penrose-\,luster mittels Proiektionsmethode zu erzeugell.

Deshalb miissen wir in einem nächsten Schritt nun die orthogonale Projek-

tiorr des fünfdimensionalen Raumes auf die beiden soeben erzeugten Ebenen

Er und -8, betrachten.

3.3 Die orthogonalen Projektioner n'1 tJrrd n2

Es seien z-t,12 clie orthogonalen Projektionen atrf -81 unrl E2.Da <lic Abbil-

clurrg A ciiese beiden Ebenett ittvariant lässt, gilt lrpA : Atrp fi\r k : 7.2,

d.h. die orthogonalen Projektiorren sind mit Ä vertauschbar. Betrachtet mati

nrrn die Projekt ionsbi lder bi  :  Tß.;  t tnd c;  :  r t2€i  für r l  :  1, . . . '5 cler f i inf

B a s i s v e k t o r € r  6 1 1  :  ( 1 , 0 , 0 , 0 , 0 )  b i s  e 5 , :  ( 0 , 0 , 0 . 0 ,  1 )  a u f  E 1  b z w .  8 2 ,  e r h ä l t

rnan die folgenden Gleichungen: Ab' ;  :  Atrre; :  ntA€i :  r t t€i-r :  bi , r  ul lc l

Ac' i .  :  Ar2ei :  r2Ae; :  T2€i,1- :  c i-7t  was bedett tet ,  c lass b1-1 l lnd b1 auf

3Die erste Gleichung benutzt clie gecxnetrische Surnmenformel (1*r*...*.r ' t)(1-.r) -

I - r "
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,e1 einen Winkel von

einschlielSen.

72o uncl c;-r ullcl c; äuf Er einen Wirrkel von 144'

Abbildung 3.3: Die Projektion der Einheitsvektorett auf E1 und 82, es gilt:
bi : T1€i uncl r:; : 7T2€i mit 1 < i <5

Nun erinnern rvir uns: Im Falle der Penrose-Muster wird das fünfdimensiona-

le Würfelmuster des R5 auf einen Unterraum des iR.2 projiziert. Die Vektoren

e; mit i  :  I , . . . ,5 sind nun genau die Kantenvektoren dieses Würfelgitters im

Rs urrcl "deshalb sind die E1-Proiektionen vott zweidimensionalen Seiten des

fürrfclimensionalerr Wiirfel gerade die beiden Penrose-Rhomben" [E8.S.12].1

,l-?l+ut.

tr" a.
.  , t ' .
tJlhr; \

\

Abbildung 3.4: Die Projr:ktion
Pettrose-Rautert

4Genauso gut liätte man clie Ebene .82 wählen können, cloch cla irier die Projektio-

nen von zwei benachbarten Eitrheitsvekotoren den Winkel 14,1o einschließen. wäre clie

Nummerienrng eitt klein werrig kornplizierter

.,")

der Einheitsvektoren auf ,U1: Die beiclen

/'
i..
u't
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Allerdings rnllss nlarr nun noch eines bedenken: Als Pro.jektionsebene E des

Perrrose-Nlusters kann rricht die Ebene ,81 selber gewählt werclen. cla cliese

rlttrch rlen Ursprung geht uncl sornit durch einen ganzzahligen Prrnkt. Dies

clzrrf aber gerader nicht sein. rvill nran eine Pflasterung erhalten [vgl.3.11.
Das bedeutet, dass .81 vom Ursprung r,veg verschoben rverden muss. Dant

rvälilerr rvir einen Vektor a € Ez und setzen E: Et *a rnit eben geracle der

Bc<lingung, rlzrss .E keinerr Prurkt rnit ganzzahligern Koordinaten errthzrlterr

clarf. s

Hat rnan znei verschieclene V'ektoren a.a' e E2 die dies erfiillen urrd urr-

tersc:lreidt'n sich E : Et * a urrcl E' : Et * a' nicht einfar:h nrlr unl einerr

garrzzahligen Vektor', so erhält rnan zwei unterschir:dlir;he Perrrose-\luster.

Darnit ist auch die Frage gelöst, u'ier,'iele Penrose-\,lrrster es clertn ii.berhaupt

gibt. närnlich iiberabzählbar vieler!

Irrr Folgerrden ist also E : Et-la die Projektiorrsebene der Pcrtrose-N'luster,

clie dazu senkrechte Ebene Ez soll mit F bezeichnet werden, es gilt also

a e F. Analog dazu sei rp die orthogonale Proicktion auf E urrd zrp clie

orthogonale Projektion auf F.

3.4 Deflation und Inflation

\tr'as jecloch noch nicht geklärt ist, ist die Frage nach dem Gnrncl fiir die

De- bzrv. Inflationscigenschaft der Penrose-Nluster. Dazu muss eine rveitere

lineare Abbilclung - genannt ,S - auf dem lR.5 betrachtet u,erclen. Um cleren

Wirkung auf dern fünfdimensionalen Raum aber ganz zu verstehen, soll das

\\ ' i rkprirrzi lr  wie<ler au Harrd des IR2 klargemachL welrlerr.

3.4.1 Beispielbetrachtung im lR2

S sei gegeben clurch die s1'rnrnetrische Abbilclungsmatrix

Diese ist rvege

)1 :  -$ urrd

und 1-,,,2 : (-1,

"Warunr n geracle nur aus ,O2 lurd nicht aus Ez -t D gewählt rvird, wircl irr Abschnitt
3 .4.2 k lar !

6(D bezeichnet dabei rvieder das Verhältnis cles Goldenen Schrritts nrit O : 1 + * :

+Q + J, uncl rp : $, vgl.2.1

( o  - 1  \

\ - r  r  )
e Eigerrrverte sincl

toren cu1 : (Q, 1)
- R-z rnit a € F,

n detSI : -1 ganzzahlig invert ierbar, cl i

)z : O mit den dazugehörigen Eigenvek

ö).6 Setzt rnarr nun E : Rcur f a und F
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so erhält rnan rnittels Pro.jektiorrsrrrethocle - wie in 3.1 beschrieben uncl niit

clen selben Bezeichnurlgen - ein Fliesenrnuster Ä1s auf der Geraderr E.

Was nlacht rurrr ̂ 9 rnit cler Geraclen E uncl clernr offenen Streifen -E + 12 rrm

E? \\'cgen SE : ,S(R*'1 * rr) : E + Qo, r,virtl die Gerade E auf eine zu -E

parallele Gerade S E : E' abgebilclet uncl folglich der Streife n E + 12 auf den

r,erformten Streifen S(E + I"): SE + SI2 : E'+ SI2. Dicse \ ierfornurng

cles zn'eiclimensionalerr Einheitsrviirfels 12 unter S zt S 12 kann man leicht

berechnen: 12 n'ircl :urfgespannt vorr clen beirlen Einheitsvektorerr e1 llnd

e2 uncl es gi l t  Se1 : (0, -1) urrd Se2 : (-1,1). Nlarr kann al lerdings clen

Streifen E + I' :ruch beschreiben nrit Hilfe cler orthogonalen Pro.jektion cles

off 'enen Einheitsrvi irfels 12 auf cl ie Ebcnc F. dic wegen (rr.rr) :  O(-1) +

1(D : 0 auf .E senkrecht steht. Der Streifen E * 12 l;isst dch dernrrach

sclrrciben als E * I,z mit V :: re(12) un<l claher ergibt sich: 5(E + I '2):

S(E +V) : E' + SV : E'+ QI/, da ,S auf F clen Eigernrvert Q hat.

Das bedeutet nun aber geracle, dass cler verfbrrnte Streifen E'+ SI2 :

E'+QV um genau diesen Faktor Q breiter ist als der Streifen E'+12. Diese

Beschreibung des verfornrten Streifens mit Hilfe der Proiektion auf F wircl

irn Folgenclen eine sehr wichtige Becleutung haben! Doch nun erst einmal

zuriick zum Spielbeispiel.

Projiziert rnan nun die Gitterpunkte cles verforrnterr Streifens orthogonal

auf E', so erhält man ein urn 9, verkleinertes und gespiegeltes Abbild 5,416

cles urspriinglichen N'lusters X,[s. Der Grurrd dafür ist folgender: ,S ist mit

rler orthogonalen Projektion nTs aüf E vertauschbar7 uncl hat auf E den

Eigerrrvert -y;.

Nurr gibt es aber auf der Geraclen -E' auch das N{uster I\16,, r'velches zu-

stancie kommt, projiziert man alle ganzzahligen Gitterpunkte innerhalb des

Streiferns E' + I'2 arf E' . Da derr verfonnte Streifen E' + S 12 urn clen Faktor tD

breiter ist als der Streifen E'+12 uncl wegen cler ganzzahligen Invertierbar-

keit von ,S besitzen auch wirklich alle ganzzahligen Gitterpunkter innerhallr

cles verformten Streifens ein ganzzahliges Gitterpunkt-Url)ild in E*12. Das

be<lerrtet aber nichts ancleres, als dass der verforrnte Streifen clanrit rnehr -..

Gitterpunkte enthält als E'+ 12 untl sornit ist das zr i\,Is ährrliclre Nluster

Sl\1A. auf .E' eine echte Verfeinerung von A'[ 8,. Umgekehrt ist clas \,'luster .
,416' eine Verfeinenrng des N{usters S-t AIp, arrf E. 

V.r I
l . :  i

TNlarr karrrr also auch erst projizieren urxl rlann abbilclerr
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{ü"1 fiY,l"fit'f.olkhgn
vfn tr,t2 0^1 r

Abbildung 3.5: Die Inflationseigenschaft im Fall des IR2

Somit ist die Inflationseigenschaft - und damit auch die Deflationseigen-

schaft - dieses Musters gezeigt: "Die Fliesen von Ms lassen sich zu größe-

ren Fliesen zusammensetzen, die ein analoges Muster bilden" [EB,S.13] und

man kann den Begriff der Deflation definieren als gerade jene Transforma-

tion, die eine bestehende Pflasterung auf eindeutige Weise in eine andere

Pflasterung mit kleineren Fliesen umwandelt [vgl.KR,S.9], den Begriff der

Inflation entsprechend als Umkehrung dieses Prozesses!

Wegen der Eigenwerte von ,S und der speziellen Wahl der Geraden ,E als

Eigenraum kennen wir in diesem Fall auch den Verkleinerungsfaktor eines

jeden Deflationsschrittes: g bzw. den Vergrößerungsfaktor eines jeden In-

flationsschrittes: O. Mit anderen Worten heißt das, die Fliesen des Musters

SMe sind um den Faktor p kleiner als die des Musters MB,.

3.4.2 Ubertragung auf den Penrose-Fall

Die eben beschriebene Idee überträgt man nun auf den fünfdimensionalen

Penrose-Fall. Die lineare Abbildung ,S wird hier durch folgende Abbildungs-

vorschrift auf den Basisvektoren des lRs definiert:

Sei : :  -et- t  -  €t+t für ' i  :  1,  . . . ,5
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wobei der Inclex rnodulo 5 gerechnet wird. Diese Abbildung ist offensichtlich

girnzzahlig lirrear und ihre Abbilclurrgsmatrix syntrnetriscli. W-egerr S A : AS

erlrält clie Nlatrix S die Eigemräume von ,4 [vgl.3.2], clentt es gilt rnit Ar : Ä:r

(d.h. ) Eigerrwert und : l  Eigenvektor volt A): ASr: SAr: ,S):r :  )S:r

und rrrit Sr : )z (d.h. ) Eigenwert und r Eigenvektor von S): SAt: :

ASr : A)r : ÄAr.8 Daher lässt S somit auch die beiden Ebenen ,E

urrd F invariant [r'g1.3.2;3.3] uncl ist deshalb mit clerr beiden Orthogonal-

lrroiektionen rs uttcl np auf ,E uncl -F vertzruscltbar. Es gilt also: Sbi :

SnBei :  rnS€ i :  *b i - t  -  b* t  unc l  Sr l ;  :  Sr re i  :  rF 'Sr : i  -  - ( l i - r  -  Q+t

rnit 1 ( / ( 5. Kanrr rnan diese beiclen Gleichungen noch rveiter urnforrtrett'/

Dtrzrr  n 'ol len rvir  betrachterr,  was cl ie Sunttne clcr Vektoren -b1-1 -bia1bzr.

- ( ' i  I  -  / j f t  g e l l a l l  i s t .

- L L  t * ', 
QL;

Abbildung 3.6: Die Eigerrrverte von S auf E und F: -p urrcl O

Aus 3.3 wissen wir, dass zwei benachbarte Vektoren auf -e eilten Winkel vorr

72" cinschließen, auf F dagegern eirren Winkel von 144o uncl somit findetr rvir

clie beiclen Perrrose-Rauten in obiger Abbildung. N'lit clerr Bezeichnuugen a

rrn<l b und f :  +: Q aus 2.1 uncl den Ergebnissen aus 2.2 erhält man:
q -  ö i  .L-ör+r  :  +:  p und deshalb Sb,  :  - ,pb6 und a*0 -  -c i - t - . i+ I  -
, t  b ,  t  

- ö i  r  ' ^ ^ ^ . .  r " L  - - - - - -  
Q  c i .

f  
:  O und daher  Sc: i :  q ,  .s

8Natiirlir:h erhält auch urngekehrt die Nlatrix Ä die Eigenräutne'n'on S, cloch cla^s ist hier

niclrt weiter vorr Interesse
1)Nlarr kann clies auch algebraisch nachreclrnen: z: (C+Ö und daher glIt z'2 - (C+()' :

C'2 + z|l + a' - e' + C't * 2. Addiert rnarr nun .z ttnd z2 erhält nran: z I z'2 :

( + a +  C ' + ( + 2 - ( C + ( + ( 2  + C ' + 1 ) + 1 - 1 a l s o z 2  l _ z : 1 ' r u i t  2 1 7 2  -  - t + / - - " t r

(b
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Die Situation ist somit ähnlich zum zweidimensionalerr Fall: Die Abbildung

,S kontrahiert in Richtung der Ebene ,E um clen Faktor -p urrcl expandiert

in Richtung F urn ö. W-enclet man nun S auf die Projektionsebette E cles

Perrrose-Nfusters ,416' uncl derr Projektionsstreife:n E * 1s an, so erhält rnan

jetzt wegel E : Er I a rnit 11 € F eine nt E parallele Ebene E' : SE

rrncl einen verformten Streifen S(E + 1t) : E' + SI5. Und analog zun]

Spiclbeispiel ist auch das Nluster SLIE, rlas man erhält, rvettn rnatt alle

Gitterlrrrnkte clcs verforrnten Streilbrrs E' + S Ii' auf ,U' projiziert, rviecler

ein gespiegeltes un<l trrn den Faktor p gesttruchtes Abbilcl vott ,416-. Dit:

Argunrente sincl die gleichen wie im Fall R2.

Da ,9 ganzzahlig ist, rverclen auch alle Gitterpunkte aus -E * 15 arrf Gitter-

lrrrrrkte in E'+ S1r'abgebiklet. Nrrn aber kornrnt clerr entscheiclencle Uttter-

schicd zum zweidinrensionalen Fall, cler urrs leideRlie Analogie erst einrnal

niclit rnehr fortsetzen lässt: Die Abbildurrg ,S ist nicht mehr ganzzahlig in-

ver t ierbar ,  denn d ie Raumdiagonale d:  (1 ,1,1.1,  1)  rv i rd  unter  S aü -2d

abgebildet. Das macht uns insofern Probleme, als dass wir ja noch zeigen

miissen, dass S,4'1s eine Verfeinerullg von L,[8, ist, jenent N,{uster, das rnan

durclr Projektion der Gitterpunkte im offenen Streifen E' + 15 auf die Ebene

E' erhält.10 Und eben dafiir braucliten wir in unserer Beispielbetrachturrg

im R2 das Argurnent der garrzzahligen Invertierbarkeit.

Soll also trotzdeni gezeigt werclen, dass clas N{uster ,S,41B eine \terfeinerung

von ,4,1s, ist, müssen zlvei elementare Fragen geklärt rvercletr:

o Was machen wir mit cler verlorerl gegangenen ganzzahligen Invertier-

barkeit von ,S?

o Wie kann man sicherstellen, class der verformte Streifen E'+ S15 auch

wirklich clie garrzzahligen Gitterpunkte des Streifens E' + 15 enthält'/

Die zweite Frage ist jedoch noch zu rveit gefasst: Letzten Endes kornmt es

nur auf die Projektionspunkte der ganzzahligen Gitterpunkte auf die Ebene

E' at und so kann man clie Frage noch präzisieren:

o Wie kann man sicherstellen, class die Projektion der Bildmenge .9((E+

t5)aZ\) a:uf E' auch rvirkl ich die Projektion von (-E'+ I ')aZsarl

E' enthält,  cl.h. dass gi l t  ,S((E + 15) n Z") ) (E' + 1s) nZ5'l

urr<l sornit zy : -)l!5 - z(r ''ß) - 2(L-t6) = -
z  -  - t  - ( t + v 6 ) ( t - v 6 )

Allerdings betrachten wir -z: -(C + () und daher gilt
l0Das ist es gerade, was die Inflationseigenschaft ausrnacht -

clende Detail. clas nun im fiinfdimensionalerr Fall fehlt!

2  _  1 _ . ^ l
' t ; , F ;  

-  , 1 . ' h  -  
Q  

-  ! - '
-

in unserenr Fäll zr : -t

also eigentlich rlas entschei-
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Bevor wir uns urn eine Lösung dieser beiden Fragen berniihen, ttoch eine

hilfieiche \rorüberlegung.

Vorüberlegung

N'Iit Hilf'e von vierdimensionalen Hyperebenen kann man die Lage der ganz-

zahligen Gitterl;rrnkte - die ja offensicrhtlich eine zentrale Rolle spielen -

konkretisieren! Jedcr Punkt z €Zt'  l iegt närrr l ich wegcn (..1) :  f ,s=, z; arrf

eirrer rler zt DL :: E I .F parirllelen Hvperebetten

Hn :  { r  e  iR r ' ;  \ t : , r l )  :  k : }  :  PL  t  ke1 :  DL  *

mit eiriem ganzzaltligen k. Irn Falle der Permose-Nluster irrteressiert letztlich

nul cler off'ene Streifen E + Ir (bzw. dessen Bildstreifen) und deshalb kanrr

clie Anzahl der H1'perebenen eingeschränkt werden. Fiir ganzzahlige Punkte

:  i r r r r e r l r a l b d e s S t r e i f e n s  E +  1 5  g i l t  r r ä m l i c h  z : . r ' * u  t t r i l  . r ' €  E . u e  I t '

ur rc l  c laher  is t  (2 ,  r l )  :  ( r  *u, r l l :  ( r ,d)  + (u,d)  :  D: : ,  u1 € ( [ l ,5) ,  c la

( : r , r l ) :0  wegen t :  Q E C Et*  -F und (&+ F)  L d [vg1.3.2]  und c leshalb

ist fr e {1,2,3,4}. Wir wissen somit, rvo die garrzzahligen Gitterpurrkte

innerhalb des Streiferrs E + 15 liegen: Auf den Hyperebenen -F11 , H2. Hs urttl

H1lzu ' .  genauer  r roc l r  noc l r  auf  c ler  Gi t termerge 11.  :  Hkazs mi t  I  (  A '  <  4.

Dies ist nun eine entscheidende Hilfe: Da rnan clie genaue Lage cler ganz-

zahligen Gitterpunkte inrrerhalb des Streifens E * 15 kennt, rvird es bei clen

rr:rchfolgenclen Überlegungen oft ausreichen, ttur clie Hyperebenen H1, bzw.

cl ie Gittermenge f1 für Ä; € {1,2,3, 4} zr betrachten.

1. Die verloren gegangene ganzzahlige Invertierbarkeit

Das Problem ist Folgendes: N{arr weiß, dass S alle Gitterpunkte aus E + Is

wieder auf Gitterpunkte im Bildstreifen E'+S1s abbildet, wegen der fehlen-

den ganzzahligen Invertierbarkeit ist aber nun nicht mehr garantiert, dass

rvirklich alle Gitterpunkte im Streifen E' *S15 stets auch einen Gitterpunkt

als Urbild in -E * 15 besitzen. Und clas rnacht insofern Schrvierigkeiten, weil

clas \ luster MB, (bei dem ja al le Gitterpunkte aus E'+Isproj iziert werden)

sornit rnöglicherweise Punkte enthält, die ,S,41E (bei dem nur die Gitterpunk-

ter projiziert werden, die auch ein Gitterpunkt-Urbild unter ,S besitzen) nicht

enthält. Und genau das clarf nicht passieren!

\ , 1
5 "
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Dazu rvollen wir uns ansehen, was die Abbilclung S genau rnit den Git-

terpunkten aus -E f 15 rnacht, mit ancleren \\brten: \!'as rrrachen die un-

tersclriecllicüen Hyperebenett Hp lär k : 1,2,3,4 unter 5-'/ Wir rvissen

Sd : -2d uncl r € Hp + (r, rI) : 7t und cleshalb gilt: (Sr, d) : (r, Sd) :

(r,-2d): -2(r,cl):  -27t, wobei clas erste Gleichheitszeiclten gi l t ,  cla 5

svnrnretrisch ist und somit S":,S. Daraus folgt nun Sr e H-21, uncl somit

S Hr C H-,2x.

Letztlich sin<l 'rvir aber nur an cler Pro.jektion cler Gitterpunkte atts fIs. auf

c l ie  El rene E c DL in teress ier t ,  r l .h .  ar r  re(Hp)  rn i t  A;  €  {1,2.3, ,1} .  Da r tur r

(E  +  F )L r l  [ vg1 .3 .2 ]  g l l t :  nB(He) :  no ' (Hu  +  ( l )  :  t r n (H*  +  (1 .1 .  1 ,1 .1 ) )  :

rr:(H*ri) uncl clas herißt nichts arrcleles, als class cler Inclex tnodulo 5 gerech-

nc't rverclerr karrn.

Forrnal lretleutet das, class die Abbildung S zrrtf Da cittgcschränkt rvertlert

karrrr urxl claher nicht mehr als Abbilchurg vorr IR5 --- R5 bctrachtet rverden

rnuss) scrrrdcrn als Abbildung von R5 lz,d --- R5 f V,d. Der grofSe Gewinn dabei

ist, class S auf diesern Quotientenraum ganzzahlig invertierlrar ist mit der

eberrfalls ganzzahligen Umkehrabbildung 7, die auf den Basisvektoren r'vie

folgt clefiniert ist:

Tei  : :  le i  z  *  e . i+z  fü r  d  :  1 ,  . . . ,  5

da gi l t :  T o S(e1) :  T(-et- t  -  e+t) :  -€i , - : t  -  €i+r -  €. ,r  -  e. i+3 -  -€i+2 -

€. i+t  -  €i- t  -  €i+3 :  (-" t* ,  -  €t+t -  €i- t  -  ei+:J -  et)  + €' ;  :  -d* ei  :  e1. c la

- t l : 0  a u f  R s  l Z d . 1 l

S bilclet sornit wegen S : k r' -2k anf Dr die verschieclenen -F{. bijektiv auf

H-2p ab .  \Vegen,S: f1 .  - -  f -z t  unc l  T :  l -z r  - - -  l r  g i l t  S  oT:  t idp- ru  und

T o S - ' i , r l ,y-u urrr l  c laher bi ldet,S aucl i  das ganzzahl ige Git ter f ,6:  Hk)25

bijektiv auf clas ganzzahlige Gitter f 26 ab. Für 1 < k < 4 erhält man also:

SHr : H-2, SH2: H 4, SH3 : f1-6 und SHn: P-t

und cla cler Inclex nrodulo 5 gerechnet werden karrn folgt f i i r  k:1',2,3,4'.

S :  H p *  H t  b z w .  S : f p  r - r  f l  r n i t  l : 3 ,  I , 4 , 2 .

l rNuri ist auch klar, wanrnr a in

Infaltionseigenschaft ist sonst
3.3 rrur aus F und niclrt aus F + D gewählt wurcle:
niclrt rnehr gegeben!
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2. Enthält die Proiektion der Bildmenge S((E + 15) n Z5) aut -D' auch

wirklich die Proiektion von (E' + 15) aV'5 aul E'?

Alalog zurn Spielbeispiel kann nran :ruclt hier den fiinfdim.ensionalen Strei-

fen E * 1s rlit Hilfe cler orthogonalcn Projcktiorr auf clett zu ,E senklechten

Raum EL :: F+D beschreiben: E* I5 : E+7rr(/5). Dies hat den Vortei l ,

class clie fiinf Dimensionen zrrnächst schon einmal um zrvei "recluziert" wer-

cle1. Da scSlie{3lich aber nur clie Gitterpunkte irrnerhalb cles Strcil'ens -E+15

interessierert unrl rrtan deren L:rge kettnt.(sie liegen artf lf. mit 1 < Ä; < 4)

reiclrt es, clen folgJen<lcn "streifetlersatz" l-lett'aclttett:

E + n ' ( 1 t n  H r ) : E + r r r i t  / i / r .  : :7 f  L (15  n  HA. ) .

Die rrrspriingliche Ungleichung S((E + I5)aV';) ) (E' + Is)aV'1 kann clamit

ersetzt rverclen clurcli (E' + SL/ft) n 11 -t (E'+ 14) n f/ und tlaher bleibt nur

noc l r  zu  ze igen :  SV* )  I {  m i t  k  e  {1 .2 ,3 ,4 }  und  I  €  {3 '  l ' + ' 2 } !

Da D:  lRrJ:  R(1.  1 ,1,  1 ,1)  a l lerd ings Dimension t  hat  fo lg t  v1 '  :  rL(15 o

Hr , ) : n i ] unHr , ) xn ! (15  n11k )  :  { ? }  x r [ ( I t '  n11k )  -n i ! '  r l 116 )  was

nichts ancleres becleutet, als class wir derr urspriinglich dreidimensionalen

,,streifenersatz" noch eirrrnal um eirre Dirnensiott herunterbrechen kontrten:

V1 - gerian tl Fenster - als Projektion cles konvexen Pol.veclers 15 t-l 'F1p auf

clie Ebene F ist sonrit ein "korr',.exes Polygon, dessen Ecken Projektiorren

Vorr Eckpunkten von 15 1-] I/p sirrcl, d.h. von e;r * * eiu fiir untereirtander

verschieclene Incl izes dl, . . . ,  ik" [E8,S.171.

Nur welchcs sincl die Eckpunkte cler Fenster I/p?

Die proj izierten Einheitsvektoren c;,,  *.. .  *c'r sind genart clann Eckputlkte

yon Vr, lyenn sie rnaximalerrr Länge haben uttcl clas ist rviederutn getlatt clatlu

cler Fall, wenn {ie Surnmandel c2, , ..., c'. betrachbart silld. Ist also c;' * " ' *c;o

clie Summe benachbarter V'ektoren auf F erhalten wir einen Eckpunkt von

V6, ist cir + * c1* dagegen clie Sumtne nicht benachbarter \iektorelr, liegt

cler Punkt im Innerett des Fensters.

Allerrlings muss man vorsichtig sein: Auf F sind nicht c;-1 * c1 rrrit i €

{1... . ,5} benachbart, cla sie einen Winkel r.on 144o einschließen, sondern

( : i +c i  2  [ vg l . 3 .3 l ! 12

l2Hierbei und im Folgenclen sincl c1

lesen, analog zu der Bezeichnrtng
und c1-2 niit 1 3 i < 5 gegen den Uhrzeigersitltt ztt

der proj izicrterr Einheitsvektoren!

Vp

/
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Dies ist nun eine entscheidende Hilfe, denn während der fünfdimensionale

Einheitswürfel unserer \rorstellung nicht rnehr zugänglicli ist, kann man clie

zrveitlimensiolralen Fenster l/6 auf F gut r,'erstehen uncl leicht zeicltnett.

A1 Hancl cler arrschaulicherr I/r rnit 1 < k -( 4 kann lnan llull auch testetr,

ob die Projektiorr der Bildmenge S((E + 1s) n Zs) aü -E' auch wirklich die

Proiektion von (E' + /t) ) 25 auf E' enthält. Im Einzelrterr ist clafür zrt

zeigen:

SI, i  I  l \ ,5V2 r 14, SVt -:I /a utrcl SVr I yr. (*)

Dies ist aber tlotz der Expansionseigensc;haft vott S nicht sofort klar! Vi

als kotrrrcxe Hii l le drS pro.i iziertt 'n Einheitsvektoren r.: ;  r l i t  i ,  :7' . . . .5 ist

beispielsrvcise. kleirrel als l/3, clie konvexe Hülle clt:r Suntmc von.ie drei Nach-

lraryektorerr cia2f {r; *c;-2. Reiclrt der Vergröfdemngsfaktor Ö des Golclelretr

Schrritts vorr ,5 auf F aus, uln die gewünschte Inklusion zu erhalterr'/

Dic Antwort lautet ia: Er reir:ht genau aus url die gewünschte Beziehung (*)

für  a l le  Paare ( / r , l )  e  { (1 ,3) ,  (2 ,7) ,  (3 ,4) ,  (4 ,2)}  zu ze iget t .  Im dargeste l l ten

kritischen Fall gilt gerade die Gleichheit SVr : Vs: V1 rvird aufgespantrt votr

clen projizierten Einheitsvektoren c; mit I < 'i < 5 un<l wegen ll:r ., : t)

gi l t :  Sci - -(, t i-r-ct+r: cia2lci lc:r-, utrd clas ist geracle ein Eckprtnkt vott

V3, rvas rtichts ancleres bedeutet, als dass die Ecken von Vr utlter S geracle

arrf die Ecken von 7'n abgebildet werdett und somit ist SVr : Vr.

Wegerr Vr : -Vt und % : -Vt gilt ebenso SV4 : V2.In den anderen beiclen

Fällen erhält man clagegen eine echte Inklusion: ,S72 f I/r urr<l SVt ) V,t.
-(+ -C]"?

'  a  b ^ -  t  
' '

a-4=
Lz+v-:')z

- - .  - f  1  '

' , r - t -  ' -  * f  \ '

kr i t is t ' l rer r  Fäl le :  SYt  -  l ;

Y

Abbilclung 3.7: Einer der
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Darnit ist nun schlielSlich gezeigt, dass das Nluster St}.Is eine V'erfeinerung

von A,IB, ist urrcl urngekehrt das N'Iuster Il[B vonTA'1';..,, womit die De- und

hrflatiorrseigenschaft der Penrose-Nluster gezeigt ist. Die Abbildung S ist

somit fiir clie Deflation, die zu ,S irrverse Abbildung 7 denrentsprechend fiir

die Umkehrung dieses Prozesses, die Inflation, verantlortlich. Wegen der

Eigenrverte clieser speziellen Abbildungen ist auclt cler Faktor eines jeden

Deflatiorrsschrit tes: tcbzw. eines ie<len Inflat iorrsschrit tes: Q bekarrrrt!

Betra<:hterr rvir also irn Folsenden noch rveiter Der- uncl hrfltrtion der Perrrose-
I

Nlrrstcr. so lielenr rrns Aussagerr iiber Deflation auf Gnrncl rier Urnkehrbar-

keit irnmer auch Aussagen iiber Inflation uncl urngekehrt. Dies ztr bedenkett

u,irrl sehr rvichtig sein.
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4 Die Eindeutigkeit der Unterteilung
urlter Deflation

In rliesem Abschlitt soll nutr dic Übererinstintrturng der Projektionstnethorle:

rnit {e1 elernentargcometrischen Nlethocle beziiglich dcr Eincleutigkeit cler

Untcrteihrng cler beiclcn Penrose-R,auten berviesen rvertk:tt - rvas dantt ltltzt-

lich nichts ancleres als clie Übereinstinrmlrlrg cler beiden Verfahren becleutet.

Ir1 elernentargeometrischen Fall existiet't eine eincleutige Unterteilurrg der

bciclerr Penrose-R.attten, so wie Abbildung'1.2 sie zeigt [vg1.2.3]. Im Fall  der

Projektionsmethocle sieht die Lage clagegen anclers aus: Im letzten Kapitel

wurcle gezeigt, lvie Penrose-N{uster rnittels Projektionsmethode entstehett

lncl class eine De- und sornit auch lnflationsabbilciung existiert. Neben de-

ren Existenz rveiß man zwar auch, class diese Abbildung wegen Dirnension

TL : lt ini Penrose-Fall eindeutig gegeben ist [vgl.KR,S.64l, clas Wort "eirt-

cleutig" ist hier allerdirrgs eher zrveiclcutig, meint es cloch nur, class die Ab-

bilclungsvorschrift eindeutig ist und nicht, dass clie Unterteilurrg der beiclen

Penrose-Rauten auf eindeutige, also immer gleiche Art und Weise geschieht.

Genau clies aber meint man festzustellten, betrachtet rnan mehrere aufein-

anclerfolgencle De- uncl Inflationsschritte eines beliebigen Penrose-\'Iusters:

\tan erhält genau clie Unterteilung rvie irn Fall der elementargeometrisclten

\ l c t l r o r l t '  [ vg l .Kap i t t ' l  21 .
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Abbildung 4.1: Ausschnitt aus einem Penrose-Muster

Abbildung 4.2: Die Unterteilung Penrose-Rauten

Aber ist das wirklich immer so? Wer sagt, dass die Rauten überhaupt unter-

teilt werden? Und wenn, warum dann immer auf die gleiche Art und Weise

und warum geht das nicht anders? Genau diesen Flagen soll im Fblgenden

nachgegangen werden.

Vorbemerkungen zur Terminologie

In Kapitel3 wurde gezeigt, dass das Muster SMB eine Verfeinerungvon MB,

ist. In Anlehnung daran soli ein Penrose-Muster, welches durch einen Defla-

tionsschritt aus einem anderen Penrose-Muster hervorgeht' feines Muster

heißen, das ursprüngliche Muster folglich grobes Muster. In dieser Termi-

nologie wäre also Ms, daß $obe :und SMa das feine Muster. Die Penrose-

Rauten des groben Musters sollen analog dazu als grobe Rauten mit Kante ̂ 9,

A
ffi
V

der beiden
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Längsrliagonalen D cler groben, breiten Ro,u,te uncl Querdiagonalen (, - S)

cler rtrufien schnt,alen, Ruute bezeiclirret rverclen und die Rauten cles fcittett

\\.iusters clernentsprechend als fein,e Rautert rnit Karrte s. Längscliagott:rlen

rl <|er fe'i,'nen brei,terr, Rurte urrrl Querdiapgonalen (d - t) cler ,feinnn, sclt,rn'ulen

Rau,te.

4.1 Das Längenargument

Aus 3.-tr ist tlcr Faktor eirres Deflationssclirittes bekannt: Die bericlt:n Pettrosc-

Rzruterr rlcs \lusters Slls sirrd rrrn clen Faktor p kleirrer als <lie cles Nlttstcrs

r '11s,, r-s gi l t  also ,s : .pS.t l , :  eD urr<l (d - s) :  A@ - S). Des \\k' i terrerr

rvisscrr rvir zrus 2.1 class auf Gnrncl cler Beziehung \ion Diagonale rrncl Seite

inr regeluräßigen Fiirrfeck fiir die Penrose-Rauten gilt: f : ; : *: tttrrl
, s  -  s  - rT ' r

( t - S )  
-  

{ d - s )  
-  - '

\\'elche \löglichkeiten gibt es llun, die Kante ,S einer groben Raute zll lln-

terteilen'/ Unter der Annahme, dass die Kanten S stets nur ciurch Kattten

s, Quercliagonalen (d - ") rler schmalen und Längsdiagonalen d cler breiten

Rauten cles feinen Nlusters unterteilt werclen, haberr rvir als Unterteihurgs-

möglichkeiten auch rrur die Strecken s, d und (d - t) zur Verfügurrg.

S kann wegen ,s : gS nurr niclit einfacli zu einer kleineren Kante s im fei-

nen N{uster rverclen uncl auch die Unterteilung von ,S in zrvei (oder mehrere)

kleine Kartten fiihrt rvegen s * s : 2s : 2gS > S schrrell zu einern Wi-

clerspruch. Dagegen sieht rnan sofort, dass wegen S : gD : d eitre grobe

Kante S einrtr Längscliagonalen d im feinen N'luster errtspricht. NIit clen glei-

chen Argumenten sieht rnan schließlich auch, dass cine Kante ,S nur ttoch

in s * (d - r), also in eine Kante s cles feinen N{usters uttd eine Querdia-

gonale (r.1 - r) cler schrnalen Raute unterteilt werdert kann. Alle antleren

Urrtelteilungsrrröglichkeiterr scheiden aus:

o Eine Kzrrrtr,' ,S des groben Nlusters rvird also entweder zu einer Lärtgs-

rliagonalen d der feinerr breiten R.aute oder sie wird unterteilt von einer

Kante s und der Querdiagorralen (d - ,t) der ft'itten scltrnalen Raute.

Im Fall cler in Abbilclung 4.2 gezeigten Unterteilung der Penrose-Rautett

sind alle ausgerechneten Beclingungen erfiillt: Sorvolil bei der Unterteilung

cler breiten R.aute als auch bei tler cler schrnalen Raute r'verden zrvei cler vier

Kanten ,S in eirre Längsdiagonale d, clie zwei anderen Kantett S in je eirre

k le i r re  Kante .s  und e ine Qrrer< l iagonal t '  ( r l  - , t )  t t t t ter te i l t .
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Warurn allerclings ist folgerrcle Unterteilung, clie etbenfälls die gerade errech-

nete Unterteilunsberlingung erfiillt, {alsch'/ Oder ist sie iiberhaupt falsch'/

Fl
Ab|il<|rng .1.3: Ist cl:rs eine rnögliche Unterteihtng der lrreitcn Pettrose-

Rl  r t te ' l

Das \rorgeherr hat in seiner Argumentation rroch eitren u'eiterelt Haken: \\ro-

her .ivissen rvir clenn, class bei Penrose-N,lustern Kanten autlh rvirklich nur

clurch Kanten odcr bestimmte Diagonalen unterteilt werden und niclrt eilr-

fach willkürlich'l Eirr Blick auf derr Fall n : 7' den sogenannten "Heprose-

Fall" [vgl.ER,S.4l zeigt, class auch clicse Annahnte keineswegs selbstverständ-

l ich r r r rc l  vot t  s i t 'h  a t rs  gegebet t  is l ' l

Abbilclurrg 4.,1: Der "Heprose-Fall"

*/!-1

:i2<

1 Abbildung vgl.ER,S. 19fI
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Auf cler Suche nach cler Ein<ieutigkeit cler Unterteilung cler beiden Penrose-

Rauten müsserr wir also noch einen Schritt rveiter gehen, erine allein elemen-

targeometrischer Betrachturrg ist nicht ausreichencl.

Die folgenden Abschnitte werden zeigen, dass die Fenster V-W aus Kapitel

3 beziiglich einer eirrdeutigen lJnterteilurrg noch rveit rnehr Inforntationerr

in sich tragen, als bisher verrvernclct.

4.2 Die Eckentypen der Penrose-Muster

Aus Kapitel 3 ist bekannl, class ein ganzzahliger Gitterprrnkt : e V.:' genatr

clann :ruf clie Ebenc E projiziert rvird, werrrl er irrnerhalb des fiinfclirnensio-

r ra ler r  St re i ler rs  E + ts  l iegt .  Ferr rer  rv isserr  rv i r ' .  dass a l le  :  Q Zi  auf 'e iner

cler zu Dr parallelen Hvperrebenen f1a liegen. N,lit Hilfer cles Inder A eines

Punktes z € Z5 kann man nurr clie Lage clieses Punktes innerhalb cles fürrf-

cl imensionalen Hypergitters noch korrkretisieren. Sei A,(z) ,:  \ t ,d)(rnod5),
dann sagt der Inclex k eines Punktes z € Zs gerade aus, auf welcher der H1'-

perebenen 116 dieser liegt.2 Im Falle der Penrose-N{uster interessieren nur

die Hyperebenen /1r für A'e {1,2,3,4} [vgl.3.a.2] - erine Einschränkung, die

sonrit auch fiir clen Index gilt.

\"Iit Hilfe clieser Überlegungen, den Ergebnissen alls 3.4 uncl cler Konvention

,t(r): zr. karrrr rnan nun obige Projektionsbcclingung umforrnuliererr zu:

z €25 rrr i t  Index (z): k rvircl artf  E proj iziert # zp e V1,.

Liegt :rlso beispielslr:ise clie Pro.jektiorr eines Gittcrpunktes mit hr<lex 3 auf

<lic Elrerne F innerhtilb r.on V;, sc, rvircl clieser auf E pro.iizicrt, anclerrnfälls

rr i t :ht.

Anhtrnd clieser Folgerung kanrr rnan jetzt aber rricht nur ablesen, ob ein

Punkt z € Z5 projiziert wird oder niclit, vielrrehr katttr rn:rn datnit auclt

testen, u'elche <ler Nachbarpunkte von z <lenn ebe-:rrfälls auf E projiziert

rverclerr !'r

2NIi t1z,, i )  -  t : : ,2, ,  r .g1.3..1.2
:JProjiziert werden ja nur clie ganzzahligen Punkte, deshalb interessieren natürlich als

Nachbarpunkte auch nur die ganzzahligen Nachbarpunkte

, 1 i  )



Dazu eine Voriiberlegung:

o Hat ein gegeberrer g:rnzzahliger Gitterpunkt Irrrlex Ar. so rveils nr:rn,

class serine ganzzahligen Nachbarpunkte als nrögliche Irrdizes rnrr A + 1

untl k - t haben könrrerr, cl.h. der Inclex ändert sich l-reim Ül',ergang

zu Nachbarpunkten um +/ - 1.4

Liegt also die F-Pro.jektiorr zr. eines Punktcs z € Zt' rnit Index A innerhalb

von I/6 (rl.h. z rvirtl auf -E proiiziert) erhält rnan alle Nacltbtrrptrnktc, clier

elrch pro.jiziert u,crclen, n'ie fcrlgt: Zuerst bctrachtet man allc generell mög-

liclrerr Nachbarn clieses Punktes. Diese erhält man, indem nlall \,'on zp e V1,

aus trrrf F in :r l lc möglicherr Eirrheitsrichtungen if  - c: i  für zl :  1... . .5 geht

- clerrrr r,vill rnan auf f, in R,ichtung cler Einheitsvcktoren laufcn. muss rnirr)

jertzt natiirlich clie F-Projektionen cler Einheitsvektorerr betrachten uttd rlas

sirrd nach 3.3 genau die c; rnit 1 < i, < 5. In einem zrvcitetr Schritt testet

nrarr clann, rvelche dieser potentiell rnöglichen Nachbarn auch wirklicli in-

nerhalb von I/611 oder 76-1 liegen, je nachdem ob man eine positive oder

negative Einheitsrichtung addiert hat. Es muss also gelten:

(r, + c1) e Vpal und (zp - , t) € Vr-1 für ' i ,  :  \ ,  . . . ,5

uncl für alle i : 1, ...,5, clie cliese Bedingung erfüllen, rvircl der Nachbarpunkt

zr.* I - c' (lanrl ebenfalls auf E projiziert.

Auf diese Weise erhält rnan alle möglichen Nachbarpunkte eines gegebenen

Punktes z € Zt' irrnerhalb cles Proiektionsstreif'ens E + 15.

Irn Falle cler Penrose-Nluster ergeben sich so insgesamt siebt:rr unterschiecl-

liclre Konstell:rtionern vorr rnöglichen Nachbarpunkten, die als Eckenttyp be-

zeic:hrret rver<len sollen. 7t7p meirrt hier, d:rss es nur auf dir: Gnrnclforrn, nicht

aber auf everrtuelle Kongruenzen (Verschiebung, Drehurtg, Spiegelung) an-

kornmt.

Irn Folgernclen sollen nun clie verschieclenen Eckerrtl'pen bestirnrnt rverden.

Dazu ist allerdings \rorsicht angebracht: Uns interessieren zwar clie Ecken-

tvperr zruf rler Ebene E, cla clies die Projektionsebene des Penrose-Nlusters

4Dics ist anschaulich sofort klar: Das fiinfdirnensionale Gitternetz wircl aufgespannt von
derr f i inf Basisvektoren €1,...,r:5. Will i lrarl nun von einern beliebigen Gitterpunkt
z € Hr alls zu einem Nachbarpunkt, so hat rnan dabei als rnögliche Riclrtungen
geriau die fiinf positiven urrd die fünf negativen Einheitsvektoren zur Verfiigung. Das
heiJit nun aber gerade, dass rnan clabei entweder auf die Hvperebene 11p11 oder Ift-1
gelangt. Die Nachbarpunkte haben folglich lndex k + 1 oder k - 1
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ist; um diese zu bestimmen, müssen wir jedoch zunächst die Projektionen

der Gitterpunkte auf F betrachten, da gerade die unterschiedlichen Fenster

Vr-Vt erst einmal "bestimmen", welche der Nachbarpunkte denn überhaupt

projiziert werden! Es ist also somit stets zwischen der F- und .E-Projektion

zu unterscheiden und dies ist auch wichtig, da die Projektion zweier be-

nachbarter Einheitsvektoren auf E einen Winkel von 72o einschließt, auf F

dagegen 144" und die Eckentypen auf .E und F somit eine unterschiedliche

Gestalt haben könnenls

Eckentypen vom Index 1 und 4

Betrachten wir zunächst einen beliebigen Punkt z € Z5 mit Index 1, der

auf .E projiziert wird, d.h. es gilt ze € V.Die F-Projektionen aller mögli-

chen Nachbarpunkte können in diesem Fall nur in I/2 liegen, da Index 0 im

Penrose-Fall nicht zugelassen ist. Dies bedeutet, dass wir nur die positiven

Richtungen +ci für 'i : I,...,5 betrachten müssen. Bei der Frage, welche der

potentiellen Richtungen denn nun auch wirklich in I/2 liegen, gelangt man

schließlich zu der Einteilung von V1 in insgesamt drei verschiedene Arten

von Gebieten: W1,W2 und Wy

Abbildung 4.5: Die Einteilung von I in die Gebieteffi W, u"df.Kt bezüg-
lich verschiedener Eckenumgebungen

Für zp im Gebiet Wl gi l t  zp*ci €Vzfiür al le' i :  1,.. . ,5, was nichts anderes

heißt, als dass man von I,[ aus in alle fünf möglichen Einheitsrichtungen *cr

laufen kann und nicht aus V2 herauskommt. Im Gebiet I4z3 gibt es dagegen

sVergleiche hierzu Abbildung 3.3: Auf E sind b,-1 und ba benachbart, auf F dagegen c;

und c1-2!
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stets eine Richtung *cl mit I < i < 5, so dass gilt zp*ct (. V2,was bedeutet,

dass hier vier Nachbarpunkte existieren.

Für zp im Gebiet W2 gibt es sogar immer zwei benachbarte Richtungen c;

und ci-2, so dass die beiden Punkte zplc; und zplc;-2 für alle i e {1, ..., 5}

gerade nicht mehr in V2liegen. Alle anderen Punkte liegen innerhalb von

V2, werden also projiziert und sind folglich Nachbarpunkte.

Wie kommt man nun auf diese Einteilung? Dant muss man sich die beiden

Fenster V1 und V2 genau anschauen. Vr ist die konvexe Hülle der projizierten

Einheitsvektoren c,; mit I < i ( 5 auf der Ebene F [vg1.3.4.2]. Betrachtet

man nun beispielsweise die Diagonale durch die Eckpunkte c2 und ca von V1,

erkennt man sofort, dass diese zu der Strecke mit den Eckpunkten c2 * c5

und ca * cs parallel ist und sich genau um den Vektor cb unterscheidet.

Diese Strecke ist aber nun nichts anderes als eine Seite von V2: V2 ist gerade

die konvexe Hülle der Summe zweier benachbarter VektorQr ci und c6-2

auf F [vg1.3.4.2] und deshalb sind c2 * cs und ca + cb : cs I cz gerade

Eckpunkte von V2, die auch noch benachbart sind und somit ist die Strecke

zwischen ihnen gerade eine Seite von V2. Wegen der Fünfecksymmetrie gilt

das natürlich für jede Diagonale von Vr und deshalb sind je eine Diagonale

von V1 und eine Seite von V2 parallel und unterscheiden sich gerade um

einen projizierten Einheitsvektor e mit L < i < 5. Jede der fünf Diagonalen

von I teilt also I gewissermaßen in zwei Gebiete V{u+} und V1u-y mit

i e {L,...,5}' Innerhalb von 71rr+y kann man in Richtung c,; v€rschieben,

ohne V2 zu verlassen, das gesamte Gebiet Vlt-| dagegen kann man gerade

nicht mehr in Richtung cx verschieben, ohne aus V2 rauszukommen.

Abbildung 4.6: Die Diagonale zwischen den Ecken c2 und c3 vorl % teilt
dieses Fenster in die Gebiete Vtrs+) und [1rs-i: V1rs11 kann
man in Richtung c5 verschi€ben ohne V2'tttväassen, Vlrs-1
dagegen nicht mehr, hier gilt: lt(iq,.t + c5 e. V2

<StCa

c4.l1a-
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Aus den Diagonalenschnitten erhält man schließlich genau oben beschriebe-

ne Gebietseinteilung des Fensters V1: Das Gebiet firr ist gerade das von den

Diagonalen einbeschriebene Fünfeck im Inneren von V1 und deshalb kann

man hier in alle positiven Richtungen Q verschieben ohne V2 zn verlassen.

Für die Gebiete yt\Wl gilt dann natürlich im Umkehrschluss, dass man hier

nicht mehr in alle Richtungen ci mit L < i, < 5 verschieben kann. Insgesamt

ergeben die Diagonalenschnitte zehn unterschiedliche Dreiecke, die aber auf

Grund der Fünfecksymmetrie in zwei Grundtypen eingeteilt werden können:

Ein stumpfes Dreieck mit einer Seite von Vr als Grundseite und ein spitzes

Drei,eck mit einer Seite von Wt als Grundseite. Diese beiden Dreiecke un-

terscheiden sich in ihrer unterschiedlichen Anzahl der Überlagerungen von

vlt+I bzw. vpt-1 mit L < i ( 5: Die spitzen Dreiecke werden jeweils von

einem Vgt-\ mit 1 < i < 5 überlagert, was bedeutet, dass es jeweils eine

Richtung c,; gibt, in die man das spitze Dreieck nicht verschieben kann ohne

Vz zn verlassen. Die stumpfen Dreiecke werden dagegen stets von zwei be-

nachbarten Gebieten v{u-} und v1r1r-21-1 überlagert für ein i e {1,...,5},

was bedeutet, dass man diese jeweils nicht in zwei benachbarte Richtungen

e und ci-2 verschieben kann.

Abbildung 4.7: Die Diagonalen zwischen den Ecken c| und c2t c4

und cs und c2 und cs teilen V1 in die Gebiete

v ga+y, vpz+y,v1 r s+ 1, |l/1ra j l, ffffi uttd,,ffffi

In der Bezeichnung von oben sind die stumpfen Dreiecke nun

Gebiete W2, die spitzen Dreiecke die Gebiete Wz und somit

bietseinteilung von V1 klar [vgl.Seite 47f]!

wegen v : -vawd.vz - -vtkann man die verhältnisse von vr auch leicht

a:uf Vaübertragen und man erhält somit ganz analog dessen Aufteilung. Der

Unterschied liegt einzig und allein darin, dass das konvexe Polygon Va nicht

gerade die

ist die Ge-
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von den positiven Vektoren c; mit i € {1, ...,5} aufgespannt wird, sondern

wegen Dl:r"o:0 gerade die Eckel -cr mit i  € {1,.. . ,5} hat und somit

alle Ausagen von Vr hier für -q gelten anstatt für *cr. Die Eckentypen mit

Index 4 werden also nur von den negativen Einheitsvektoren erzeugt. Va ist

somit nichts anderes als % um 180o gedreht.

Abbildung 4.8: Die Einteilung von Vain die GebieteffiW, undSbezüg-
lich verschiedener Eckenumgebungen

Eckentypen vom lndex 2 und 3

Sei z € Z5 nun ein beliebiger Gitterpunkt vom Index 2 mit zp € V2. In

diesem Fall kann der Index um 1 zu- oder auch abnehmen, was bedeutet,

dass die positiven und negativen Einheitsrichtungen betrachtet werden müs-

sen. Insgesamt kommt man im Ergebnis zu folgender Unterteilung von V2

[vgl.Abb.a.9]: Für einen Punkt zp in den Gebieten Wr,Wa :und W5 liegen

stets alle positiven Richtungen zr*c'i mit 1 ( i S 5 in %' Bei den negativen

Richtungen ist zu unterscheiden. Für zp e Wl sind gerade alle negativen

Richtungen nicht mehr in Vy, es gilt also zp - "u # I/r für alle i e {1,...,5}.

Für zp € W+dagegen gibt es genau ein i  e {1,. ' . ,5} mit zF - ct€ Vr und

ftir zp € Ws gibt es sogar zwei benachbarte c; und c6-2 mib zp - ci rnd

zp  -  c t - z€  % fü r  e in  i  e  {1 , . . . , 5 } .

Für ein zr € Wa fallen zwei benachbarte positive Richtungen weg, dafür

kommen die entsprechenden zwei negativen Richtungen dazu, d.h es gilt:

zp lc t+r tzp*c i -1 : � � � �ur rd zp ic t -z :  zFlc i l2  € % sowie zF-c i ,  zp-c i -2  €

Vr für ein i € {1,...,5}. Für ein zp e Wz gibt es stets zwei benachbarte

positive Richtunget ct+r und q-1 mit zp * ct+r, zp * ci-1 € % und nur
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für die dazwischenliegende negative Richtung c1

i  €  { 1 ,  . . . , 5 } .

gilt auch zF - ct € %' mit

Vzu

Abbildung 4.9: Die Einteilung von V2 in die Gebiete Wj;Wn
I ffibezüglich verschiedener Eckenumgebungen

Auch hier wollen wir wieder betrachten, wie man zu dieser Gebietseinteilung

gelangt. Da man wie bereits erwähnt sowohl in die positiven als auch die

negativen Einheitsrichtungen laufen kann, sollen im Folgenden der positive

und der negative Fall unterschieden werden. Wenden wir uns also zunächst

dem positiven Fall zu. Die Situation im Fall von Index 2 kann jedoch nicht

einfach auf die im Fall von Index 1 zurückgeführt werden, da V1 und V2 eine

andere Lage zueinander haben als V2 und 73!6

Der Schnittpunkt fl zweier Diagonalen von V2 stimmt nun gerade mit der

Summe zweier nicht benachbarter Vektoren cr+z * ci-2 mit ? € {1,...,5}
überein. Beispielsweise ist der Schnittpunkt Ps der Diagonalen zwischen

den Eckpunkten c2 * c5 und cs I h und den Eckpunkten ca * c2 und c5 -f cs

gerade die Summe der beiden Vektoren c2l cs. Verschiebt man nun diesen

Schnittpunkt Pb in Richtung c5 erhält firafi c2 * cs + cs: c2 * cs + c3, wäs

nichts anderes ist als die Summe dreier benachbarter Vektoren und somit

ein Eckpunkt von 73 [vg1.3.4.2]. Wegen der Fünfecksymmetrie unterscheiden

sich somit je ein Diagonalenschnittpunkt 4 : ct+z* e-2 und ein Eckpunkt

6Es gilt: V1 : -gV2, aber V2 : -Vz, vgl.4.3
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e+z t ci * c6-2 vo4 % genau um den projizierten Einheitsvektor q.rmit

i  e  { 1 ,  . . . , 5 } .

Abbildung 4.10: Der Schnittpunkt P5 : cz* ca unterscheidet sich gerade
lllrr c5 von dem Eckpunkt c2 * cs * ca von V3

So wie im Fall von Index 1 die Diagonalen das Fenster V1 in zwei verschiede-

ne Gebiete Vgt+\ und tr(u-1 aufteilen, teilen nun hier die beiden Diagonalen,

die sich in ft schneiden, das Fenster Vzin zwei verschiedene Gebiete V{zt+}

und I/12,;-1: Vpr+l kann in Richtung q verschoben werden, ohne dass man

V3 verlässt, Vpt-I dagegen kann man gerade nicht mehr in diese Richtung

verschieben.

Abbildung 4.11,: Die Einteilung von Vz in die Gebiete VlrJi| und ffi'
. Vps+t kaIln man'in Richtung cs verschieben ohne Vs m

,r..i*.rrr, Effiaug"gen nicht

Und auch'hier erhält man nun aus den Diagonalenschnitten oben beschrie-

bene Gebietseinteilung: Die Gebiete Wr,Wn und Wb' deren Vereinigung ge-

rade das von den Diagonalen von Vz einbeschriebene Fünfeck ist, können
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in alle positiven Richtungen verschoben werden, die Gebiete außerhalb da-

von gerade nicht mehr! wie genau wiederum wr,wt und ws dieses innere

Fünfeck einteilen, wird dann im Fall der negativen Translationen geklärt

werden, da es ja gerade diesbezüglich Unterschiede gibt!

Für das Gebiet v2\(wpw|uws) ergeben sich aus den Diagonalenschnitten

wieder zehn verschiedene Dreiecke, die zu zwei Grundtypen zusammenge-

fasst werden können: Ein spitzes Dreieck mit einer Seite des inneren Fünf-

ecks als Grundseite (die Gebiete W6) und ein stumpfes Dreieck mit einer

seite von vz aIs Grundseite (die Gebiere w) [vgl.Index 1l' Die wo-Gebiete

werden von jeweiliV"q zwei benachbarten Gebieten V{zr-} und 7121t-21-}

überlagert und können daher gerade nicht in diese beiden Richtungen cx und

ci-2 mit L < i < 5 verschoben werden, ohne vs zu verlassen. Die Gebiete l4lz

dagegen werden sogar von drei benachbarten Gebiet en Vp6+21-1, Vlzt-1 und

v{z(t_z)_} überlagert und können deshalb gerade nicht in Richtung ci+2, ci

und c6-2 für ein i  e {I, ' . . ,5} verschoben werden!

Abbildung 4.12:Die Einteilung von Vz die Gebiete

vps+\,vpz+\,Yrrn*1,[*ffi' @ und'v1za-y

Genau das liefert nun die Erklärung der positiven Gebietseinteilung, wie

oben beschrieben. Was noch fehlt sind die negativen Translationen, d'h' die

verschiebungen in Richtung der negativen projizierten Einheitsvektoren -cl

m i t  i  €  { 1 , . . . , 5 } .

Betrachten wir daher zunächst das von den Diagonalen von vz einbeschrie-

bene inneren Fünfeck (d.h. die Vereinigung der Gebiete Wl,Wt:����dJld' W5) mit

den Eckpunkten 4 mit t < i < 5. Dieses soll mit G bezeichnet werden und

ist in Abbildung 4.13 rot eingezeichnet. Man sieht leicht, dass beispielsweise

die Diagonale durch Pz: cq* cs und P3 : ct' * cs ztt der Strecke zwischen

ln
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den Eckpunkten ca und c1 vor I parallel ist und sich gerade um den nega-

tiven Vektor -c5 von dieser unterscheidet. Da abet ca und c1 auf F gerade

Nachbarpunkte sind, ist diese Strecke eine Seite von V1. Auf Grund der

Fünfecksymmetrie erhalten wir somit eine ähnliche Situation wie im Fall

von Index 1: Je eine Seite von V1 ist eine Thanslation einer Diagonalen von

G um -ca  m i t  i  €  {1 , . . . , 5 } .

Abbildung 4.13: Die Diagonale zwischen Pt : ct * c5 und Pz: cn + cb ist
parallel zu der Seite von I mit Eckpunkten c1 und ca und

unterscheidet sich genau üilI -c5

Die Diagonalen teilen also in diesem Fall G in zwei Gebiete: G{r+} und G1r-1,

je nachdem, ob man in die entsprechende negative Richtung verschieben

kann und die tanslation dann noch in Vr liegt oder nicht.T

Die Diagonalenschnitte der Diagonalen durch P; ergeben somit wieder die

Gebietsaüfteilung von G: Das innere kleine Fünfeck von G, das von den

Diagonalen zwischen den Schnittpunkten Pi begrenzt wird, kann man in

diesem Fall gerade nicht in die negativen Richtung€n -Q mit i € {1,...,5}

verschieben. In der Notation von oben ist dieses Gebiet gerade Wr. G \Wr

kann man somit in eine oder mehrere negativen Richtunglrr -ci verschieben.

Im Fall der spitzen Dreiecke (die Gebiele Wa) werden diese von je einem

Gebiet G{t+} überlagert, was bedeutet, dass man in je eine Richtung -c.

verschieben kann. Im Fall der stumpfen Dreiecke (die Gebiete W5) gibt es

sogar je zwei benachbarte Gebiete Gp+),Ggt-z)+\t die die Dreiecke überla-

gern und somit zwei mögliche benachbarte negative Tlanslationen: -Q und

-c t -2.

TVorsicht also: Die Notation G1111 gibt a,n, ob ma,n überhaupt in Richtung irgendwelcher

projizierter Einheitsvektoren verschieben darf - Gp+\ bezieht sich also nicht allein

auf die Verschiebung in Richtung positiver Vektoren!
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Abbildung 4.14: Die Diagonale zwischen P3 und Pz teilt G in die Gebiete
G{s+i undiffi$: G{s+} kann man in Richtung -c5 ver-
schieben ohne % zu verlassen, Gffi dagegen nicht

Um die negativen Translationen der Gebiete des Typs 1416 und W7 zn er-

klären, müssen wir jedoch wieder das gesamte Fenster % betrachten und

nicht nur das von den Diagonalen P; einbeschriebene innere Fünfeck G wie

gerade eben.

Die Gebiete des Typs Wu bzw. W7 haben wie bereits erwähnt die Form

eines spitzen bzw. stumpfen Dreiecks und als Eckpunkte entweder Schnitt-

punkte 4 oder Eckpunkte von V2: ci * c.i-2 mit 1 < i < 5. Da man hier

den Eckpunkten der Gebiete genaue Koordinaten zuordnen kann, ist die

Bestimmung der möglichen negativen T[anslationen nicht weiter schwierig:

Man kann sie einfach berechnen! Dazu fassen wir je ein benachbartes kleines

spitzes und kleines stumpfes Dreieck zu einem großen spitzen Dreieck zu-

sammen. Die Eckpunkte dieser großen spitzen Dreiecke sind also stets zwei

Eckpunkte von V2 und ein Diagonalenschnittpunh n.Zudem haben je zwei

der großen spitzen Dreiecke die selbe Grundseite.

Betrachten wir beispielsweise die beiden großen spitzen Dreiecke mit den

beiden gemeinsamen Eckpunkten c1 * ca und ca * c2 (die beiden Dreiecke

haben also die selbe Grundseite) und dem Eckpunkt Pt : ca + c4 bzw.

Pz : ct + cs. Diese Punkte haben nun alle Koordinaten der Form ci * cn

mit i € {1,2,3,5} und daher erhält man bei T}anslation in Richtung -ca

gerade Eckpunkte von V1, was bedeutet, dass man diese beiden Dreiecke in

Richtung -c4 v€rschieben kann ohne V1 zu verlassen.
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Abbildung 4.15: Die beiden großen spitzen Dreiecke mit den gemeinsamen
Eckpunkten cr * ca und ca * c2 und dem Eckpunkt .,pL:

cz * c+ bzw.'P2 : c4 t cg

Eine Translation in Richtung -ct mit i € {r,2,2,5} ist dagegen nicht
m ö g l i c h ,  b e i s p i e l s w e i s e  g i l t :  c a l c z - c s :  c q * c z * c r  +  c 2 * c s - l c 4 :
("2 + cn) * (", + ca) + (c1* ca) : -Qce - ocs - ecz : -e(2cs + cz) 4 V, da
2ct + cz ( V und -O ja noch einmal eine zusätzliche Streckung bedeutet.
Da nun der eine translatierte Eckpunkt c+l c2 schon weit von I entfernt
ist, kann nun natürlich auch das gesamte Dreieck nicht mehr innerhalb von

I liegen. Eine analoge Rechnung lässt sich für die anderen Richtungen bzw.
Eckpunkte der beiden gewählten großen spitzen Dreiecke durchführen.

Abbildung 4.16: Die beiden großen spitzen Dreiecke mit den gemeinsamen
Eckpunkten c1 * ca und cal c2 und dem Eckpunkt p, :
cslcabzw. P2: c4*c5: Beide Dreiecke können in Richtung
-c4 verschoben werden

Allgemein bedeutet das, dass die beiden großen spitzen Dreiecke mit den
gemeinsamen Eckpunkten c612*cl und ci*ci_2 mit 1 < i, < 5 genau in

ot+A

C*lttJ
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Richtung -cx verschoben werden können, so dass das translatierte Gebiet

innerhalb von I liegt, alle anderen Richtungen scheiden aus.

Für die Gebiete des Typs W6 bzw. W7 helßt das also: Die kleinen spitzen

Dreiecke (die Gebiete des Typs I/o) als Schnitt zweier großer spitzer Dreie-

cke mit benachbarter Grundseite können genau in Richtung -ct und -c;-2

für ein z e {1,...,5} verschoben ryerden, so dass die Ttanslationen noch in

I liegen. Bei den kleinen stumpfen Dreiecke (die Gebiete des Typs l,ft) als

Schnitt zweier großer spitzer Dreiecke mit gleicher Grundseite ist dagegen

nu; eine Verschiebung in Richtung -q mit I < i < 5 möglich, ohne dass

man V1 verlässt.

Insgesamt ist somit die Gebietseinteilung im Fall von Index 2 geklärt.

Mit den gleichen Argumenten und den gleichen Folgen wie im Fall von Index

1 und 4 kann die Eckeneinteilung von V2 aber auch sofort auf 73 übertragen

*.)d.r, unil man erhält:

Abbildung 4.t7:Die Einteilung von V3.in die Gebiet.@lWr$ffi""d
ffi bezüglich verschiedener Eckenumgebungei---' 

---

Im Ergebnis bekommt man so genau sieben verschiedene Eckentypen, tl1 bis

u.r7, des Penrose-Musters.8

sNun ist auch klar, warum man hier von'Typen" spricht: Je nachdem aus welchem
der verschiedenen Teilgebiete Wi1 eines Gebiets llzl die Ecke stammt, hat sie eine
unterschiedliche Lage bzw. Orientiertung. Die Grundform ist aber immer die gleiche!
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Abbildung -1.18: Dic Ecke u1 allf cler Eberne F rrncl E

Abbildurrg 4.19: Die Eckeür2 auf cler Ebetre F urrcl E

Abbilclurrg 4.20: Die Ecke tl3 auf der Ebene F uncl f

Abbilduns 4.21: Dir: Ec'ke u.', auf der Eberre F unci E

)

I
t \  

L . t '''-. l./
,1-.----------------.

. ' / \ 
t".

\ .

Abbilclung 4.22: Dtt'Ecke u's auf cler Eberne F und E
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Abbilclung 4.23: Die Er:kc u.'6 attf cler Ebene -F uncl E

Abbildung 4.24: Dt<: Ecke u7 auf der Ebene F und E

\\regen der Dichtheit der Projektion clers ganzzahligen Gitters auf die vort

uns gervählte Ebene -E komnren auch wirklich alle Eckent)'pen vor und lvir

selren somit. class cl ie Fenster Va mit k: 1,2,3.4 weit mehr Informationen

über clie Penrose-Pflasterung in sich tretgen, als dass sie alleiniges Hilfsrnittel

zur Bestimrlrung der Projektionspunkte wären.

Was aber hilft clie Kenntnis aller möglichen. itn Penrose-Nluster vorkom-

rlelclen Eckentl'pen bei unserer Ausgatrgsfrage nach der Eincleutigkeit der

Unterteilung irn Deflatiorrsfall'? Dazu rniissetr wir nocli eitten Schritt n'eiter

gehen und uns ansehen, was denn genatr mit den unterschiedlicirelr Ecken

irn Fall von De- uncl Ilrflation geschieht.

4.9 Die Ecken im De- und Inflationsfall

Jeder Punkt eirrer Penrose-Pflasterung trägt nach den Ergcbnissetr des letz-

terr Abschnitts stets zwei hiforrnationen rnit sich: Index uncl Eckentvp. Will

rnatr nlln wisserr, lvas cliese rrnter Deflation mar:hen, so kantt matr itl eitletn

crsten Schritt versuchen, ein grobes uncl feittes Penrose-Nluster miteinancler

zu vergleichen.

1 .."
l l  . , - .\)..

\  
' '
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Abbildung 4.25: Index und Eckentyp des groben Penrose-Musters

Abbildung 4.26: Index und Eckentyp des feinen Penrose-Musters

50



Eine svsternatischer Gegeniiberstellurtg ergibt die fblgerrden Tabellen.

rlabei wierletr clie Bezeichnulrg fiir clas grobe urrd S,4-1s für das feine

Ir.gl.3..l l:

Ä1B,se i

tr iuster

Inclex /11s, Index S,44t

1 z

z 4

r.l t

I .)

Eckentyp ,4'1s, Eckcntl'p ,S,1,1s

?t) 1 lI) 1

'11.t,2 ?{)5

1113 t l ' l

'll 
4 I  i ' l

?rr u.r 1

i / r ( u.'3

u.t7 11t,2

Wie etrklärt sich nun clieser S:rchverhalt urrd I'or :rllerrt: Ist tlas itttttrer so'/

Diese Daterr beziehen sich ja rrun erst eirrmal auf clie Beobachtuttg uttd das ist

keirr Beu,eis.\lbher weiß man, rvelcher Index/Eckentyp des groben \"Iusters

urrter Deflation in welchen Index/trckerttyp des feinen N{usters transfornliert

wircl l

Dazu miissen wir uns noch eirrrnal ins Gedächtnis rufen, wie clenn die ver-

sclriedenen N,luster \16, :und,9,416 entstanden sind bzrv. zusanllnelrhängen:

SÄIs ist ein um tp gestauchtes uncl um 180" geclrehtes Bild des N{usters ,416

cler Ebele E uncl eine V'erfeinerung vcttt X,[s, a:uf E'' Die Abbilchrng S rvirft

auf Dr die Hyperebene Ilr bijektiv arf H-2p, cl.h. fiir den clen Index k gilt

f  r l r e r  S  .  Ä '_ -  -24 ' .

LInr aber nun clen Zusammenhang des groben N''lusters ,416, mit clern feirten

\{uster SI\[B zt verstehen, muss das Urbild von S,41s' betraclrtet werclett

urrrl somit die Umkehrabbilclung von ,S, nämlich f. Der Gruncl ist folgender:

Ein gtrnzzahliger Punkt z in cler Nähe der Eberre E' : S E hat Index k :

\)?-rt,  (mod5) [vg1.4.2], den sein Projektionspunkt p zrttf  'E'"erbt" '  Gehört

nun p zum N,[ust<1r XIs, und S,4,1s, hat er natiirlich derr selben Index in

l;eiclerr \.'lustern. Da wir utrs aber fiir clen Irrclex des iJrbiltles 5-i(p) e AIa

interessieren. also die Projektiolt von S-t(t), rniissen rvir 7 anrvenden.

Irrr Falle cler Inclizes gilt unter T: k *r 2k, d.h. cler Index k wird uttter Defla-

tion transfbrmiert zu Index 2k uncl eben clas bestätig genau oberr stehende

Tzrbelle rnit den Beobachtungsergebnissen. Was aber ist mit de'r Trzrnsfbr-

rnation cler Eckett? Wie könrren u'ir cliese einselten'/
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hr rliesent Fall nriissett die verschiederren Fenster I/r bis I/a unter 7 betrachtet

rverclen, clenn genau clie sincl.ja fiir rlie rnöglichen Nachbarpunkte uncl somit

letztlich fiir tlerr Eckentl'p "\'erantnortlich". Als Urnkehrabbilchurg zu S hat

Z :ruf cler Ebene F gerarie clen Eigenwert ,p, es korrtrahiert also. \\'egen

SVr : 73 urrd SV4 : V2 erhält man somit sofort TVz :7r und TV, : yo

uncl rvegert SV2 I Trund SVs : 7a folgt TSV2 : Vz ) T[ und TSV3 :

V3)TV4 uncl sontit ist auch klar', dass V1 und 7a untcr 7 auf ierveils einen

irrnr:rerr Teil von V2 bzw. V3 abgebilclct rverclen - rurr auf lvelchen'/

Die Diagonalett tott l/2 urrrschließen irn hrrrel(:n ein Fiinfeck [vgl.Abb.,].131.
Der Sc'hnittpunkt zrveier solcherr Diagonalen - also ein Eckpunkt 4 clieses

Pentagrattrrrts - stitnrnt nun gerlau rrrit cler Srrrnrue zlci<tr rrichl benirr:hbarter

\r'ktorcrr ('i+z I r:;-2 iibererin utrcl wegell Pr : ci+z I c't z : eci [vgl.3.-1.2]
ist rl:rs Dizrgonalenpentagrarnnr sornit eirre Verkleinerurrg von 71 urn ip . Dier

Abbilclurrg ? als Stauchurrg um gerade diesen Faktor rp auf F bildet also

clas Ferrster Vi gerade auf das Diagonalenpentagranlm von I/2 ab. Analog

clazu u'ird % auf das Diagonalerrpentagranrm von I/3 abgebildet.

Abbildung 4.27: Das maclit 7 mit Vr

Auf cliese Wcise können wir nun die Transformation cler Eckerr unter Defla-

tion genau bestimmen: NIan muss überprüfen, auf rvelche Gebiete I{! rnit

. i  :  (1, . . . ,7) die Gebiete i , l1 mit ;  :  (1, . . . ,  7) unter Z abgebilclete rverden:

"\Vegen Vr : l,i uncl Vz : -Vi ist cs ausreichend, tlic folgelclel Bilder zu betraclrterr
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Abbildung 4.28: Die Eckentransformation ,tonffiI4/, u"{$ unter ?

I
I

Abbildung 4.29: Die Eckentransformation vonffiiffnffin$hnd.{-4ä un-
,  terT

Bezeichnet die Notation (ua, tuy) die Tatsache, dass die Eckentypen ?ir; llr-

ter Deflation in die Eckentypen wi transformiert werden, so erhält man
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c l ie  fo lsen<len Paarungen:  (1 ,  1) .  (2 ,  5) ,  (3 '  4) '  (4 ,  1) ,  (5 '  1) ,  (6 .3) '  (7 '2) ' r0  Wir

könrren also genau sagell, was mit iedern einzelnen Eckelltyp trnter Deflatiorl

geschieht.

Dariiber hinaus licfert clieses Ergebnis aber noch eittet $'eitere - im Folgen-

den seltr rviclrtige - Erkennttris. Ecken cles Typs tu; im groben Nluster '418'

rverrcletr ttttr in die Eckenttpen ?i)1 bis 11'5, des feinen Nlusters S'418 tralsfor-

nricrb [vgl.KR,S.72l, ir6 uncl rr7 haben unter ? kein Urbild urtcl sincl folglich

'eue purrkte i1 S,41p,- d.h. Purrkte, die inr alten, groltett Nlrrster tt icht ror-

konttnctt:

o Ecke rles Tr-ps ?tj1;, ?1.r7 im feitrctr N'lrtster' + Iletlol' Prlnkt

Nun <lrärrgt sic| rratiirlich clic Frage auf, ob rnatt olligr:rr Pftril clttrch r:i-

ne Acluivalerrzrelatiorr ersetzerr kanrr, rvas bedeuterr rviircle, dass nlle nert<,:tl

Purrkte irn feiuen N{uster genalr Ecken des Tvps u)6''u7 sind" Die Frage' clie

rnan Sier.zu stellen muss lautet: Haben Ecken cles Tvps ?11'.'., tu5 intmer eirt

Urbild unter ??

Dazu betrachten wir  c l ie Fenster Va für k:1,2,3,4 unter cler zu ?a inverset l

Abbildung ,S, also genau clie Urnkelllung der Abbildungelr 4'28 rurd 4'29'

\\rergen SV,t : I/z haben alle Ecken des Tvps u1, ut2' ut3 iut feinen N'luster

siclrcr ein Urbilrl unter ?- . Irn Fall von SVz ) V1 gilt folgen<le Situation:

Die Geltiete 4er Eckelrtvpen 1r1, ü)4, ur5 liegen alle inner'halb cles Diagonalen-

pentagrarnms volt vz, clas nun unter s geracle auf l/r abgebilclet rvircl. also

besitzerr auch dir-.se alle ein Urbild unter ?. Die Gebiete I' i3 untl trlr7 liegerl

dagegen außerhalb clcs Diagonalenpentagralnnls von l/2 ttttcl rvelrclen somit

unter S a1f ei1 Gebiet a1ßerlialb von I/r abgebildet und besitzen tleshalb

kein Urbilcl ttnter 7 .

Das  l i t ' fe r t  r l i c  gcu ' i i t r s< 'h t t '  - {quva lenz  oh igcr  A t tssagc :

o Ecken cles Typs u.r1 bis ur5 irn feinett \luster sind genatr die alten

pulkte, trlso Pl1kte clie auch im groben N'lrtster I'otkotttnten, dagegetr

sirrcl clie Eckertt cles Typs 1I)6,u)7 itn feitten \luster genau clie Punkti:,

clie bei Deflation neu hinzukornmen!

Noch eile Benrerkung: Die Bezeiclinungen "alte" untl "Ileue" Punkte bezie-

hen sich latürlich konkret auf den hier aufgezeigten Deflationsfall, cletrn nur

hier kornmen Punkte tatsächlich hinzu. Irn Irrflationsfall - der als Umkehrutlg

cler Deflation latiirl ich sofort folgt - gilt diese Terrninologie niclrt rnehr bzr'v.

10Auch clieses Ergebnis bestätigt unsere Beobachtung

5rl



ist unpassencl. Ausganspunkt ist hier ein feines N{uster, das in ein gröberes

transformiert lvircl: Es komrnen somit keine neuen Punkte hinzu. sonclern

übrige Punkte fallcn rveg! Ecken cles Typs '11.16, trr sind im Inflationsfall also

genau clie Punkte, die rvegfallen, sozusagen also "übrige" Punkte. Die Eck-

entyperr u.r1 bis ?r5 dagegen werderr transformiert urrd folglich beibehalten.

Gerrau dieses Wissen r,vircl nun helfen bei cler Frage nzrch der Eindeutigkeit

cler L.fnterteilung der Perrrose-NIuster irrr Deflationsfall.

4,4 Die eindeutige Unterteilung der
Penrose-Rauten

4.4.1 Die Nachbareckentypen

Die Iclce ist Folgende: \,,'lit Hilfe der Ergebnisse aus 4.2 kann rnan nicht

nur den Eckerrtvp eines eirrzelnerr Punktes bestiinmen, sondern auch den

Eckentyp der Nachbarpunkte - also die Nachbarn der Nachbarpunkte eines

Purrktes z e Zst Liegt rrämlich die F-Projektion zp eirres Gitterpunktes in-

rrerhalb des Gebiets I,{r;  mit ,z € {1,.. . ,7} so kennt rnarr deren Eckentl 'p: ur1

und rveiß folglich, wo die Nachbarpunkte liegen. Übcrpriift man nun einfach,

in rvelchen neuerl Gebieten I,IL mit I  :  {1,.. . ,7} diese Nachbarpunkte l iegen,

erhält man auch deren Eckentyp uncl soniit clie Nachbarn cler Nachbarpurrk-

te. Das heißt aber natürlich auch: Die Eckentypen der Naclibarpunkte sind

abhängig von der Lage des Ausgarrgspunktes zp.

Nun kann man allerdings gerade genanntes Vorgehen nicht für.jeden mög-

l ichen Punkt zp e Vr, mit A : I ,2,3,4 clurchführen - dies rväre ein encl-

loses Urrterfangen! Statt desserr betrachtet rnarr clie verschiedenen Gebiete

ll/i e Vp in clenen zp liegen kanrr, verschiebt diese Gebiete dann je nach Eck-

entyp in die jeweils möglichen positiven uncl negativen Einheitsrichtungen

I f - c:i und testet anschließend, rvelche Gebiete I,{i nurr von clen translatier-

tern Gr:bieten i4i iiberlagert werclen - genalr d:rs sincl dann die Nachbareck-

errtr'pen u7. Allerdings kann man auf diesem Weg die Nachbarecken letztlich

nicht immer eindeutig bestimmten, da man gebietsweise vorgeht und nir:ht

punktu,eise und ein Gebiet ldj auch mehrere Gebiete l,'l,j überdecken kann.

Dies ist jedoch eine Einschränkung, die uns nicht rvirklich stören wird.

Aber es ist Vorsicht angebracht: Will man testen, rvelche Gebiete ll,j durch

Translationen cler urspriinglichen Gebiete lll1 genau iiberdeckt werrden, rnuss
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man - analog zn 4.2 - bedenken, dass sich bei Verschiebung in Richt'ung

der Einheitsvektoren (also beim Übergang zu einem Nachbarpunkt), der
. Index um */ - 1 ändert und man sich somit nicht mehr im Ausgangsfenster

V7. befindet, sondern in Vpal oder V7r-1 und infolgedessen auch eine neue

Gebietsaufteilung betrachten muss!

Das folgende Beispiel soll das Vorgehen veranschaulichen. Wir wählen eines

der GebieteW2 € Vr wie in der Abbildung markiertrr und verschieben es in

Richtung aller möglicher Einheitsvektoren. In diesem Fall sind das nur die

positiven Richtungen *cq,,*c2 und *c5.

Abbildung 4.30: Das Gebietffie I und seine
C4,C2 lu:nd C5

Iranslatlonen Richtung

In einem zweiten Schritt ist nun zu testen, welche der Gebiete W7 €Vzvon

den W2-Translationen in Richtun I cq, cz und c5 überlagert werden.

rrDas hier gewäihlte Gebiet W2 € Vl stimmt nicht mit dem Gebiet 172 überein, aus
dem die in 4bb.4.19 dargestellte tu2-Ecke stammt, daher auch die gedrehte Lage in
4bb.4.33. Geht es allein um die Bestimmung der Nachbareckentypen ist dies aber
nicht weiter störend, vergleiche daau die Überlegungen auf Seite 60!
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Abbildung 4.31: Die Überlagerungen der Gebiete aus V2 durch dieffäffiiä-
fiöiftn von W,

Wie man sieht, überdecken die ca- und c5-tanslationen jeweils Teile eines

Gebietsffi V2 , die yon c2 ausgehende Translation dagegen zweE@, und

ein Wa-Gebiet in 72.

Diese Translationen kann man mit Hilfe der Ergebniss aus 4.2 auch berech-

nen: Das gewählte Wz-Gebiet, wird von den Eckpunkten c1 und cs von V1

und dem Schnittpunkt P der beiden Diagonalen zwischen den Eckpunkten

c1 und c5 und den Eckpunten ca und ca von I{ begrenzt. Will man nun

die Translationen in Richtung e mit i e {2,4,5} berechnen, muss man ge-

rade den Vektor ci zu den beiden Eckpunkten c1 und ca des W'z-Gebiets

addieren und erhält somit die translatierten Eckpunkte c1* c; und ca -l c;.

Für den dritten Eckpunkt P ist eine der Diagonalen, auf denen P liegt, zu

betrachten.

Für den Fall e:4 ergeben sich beispielsweise die Eckpunkte c1Ic4, was als

Summe zweier benachbarter Vektoren auf F gerade ein Eckpunkt von Vz ist

und ca + c4, was als Summe zweier nicht benachbarter Vektoren dagegen im

Inneren vonVz liegt und mit dem Schnittpunkt P1 zweier Diagonalen von V2

übereinstimmt. Die eine Diagonale auf der P liegt, ist die Strecke zwischen c1

und c5. Die tanslation F von P liegt daher auf der Strecke zwischen e-fca
und c5 I ca. c1* ca ist wie gerade berechnet ein translatierter Eckpunkt des

57



Gebiets W2 und ein Eckpunkt von Vz, cs + c4 liegt wiederum im Inn'eren

von V2 und stimmt mit dem Diagonalenschnitte P2 von % überein, d.h. P
liegt auf dem Teil einer Diagonalen von V2, die vom Eckpunkt cr * ca und
P2 begrenzt wird.

Abbildung 4.32: Die@vonfiSe Vr in Richtung ca

Da nun aber die Seiten von I um den Faktor tp kleiner sind als die von
V2 ist auch der Abstand | ", + c+, P I der ja gleich dem Abstand I c1, P I
ist, kleiner als der von I cy * c4, e * c2 : Pa I und somit überlagert die
Translation von W2 in Richtung c4 gerade einen Teil des Gebiets W6 e Vs,
das von den Eckpunkten c1 * c4, cs -f ca,: P1 und h * cz: Pa begrenzt
wird.12 Das Ergebnis der obigen Bilder wurde somit rechnerisch bestätigt.13

zeichnet man also das F- und .E-Bild einer u2-Ecke aus oben gewähltem

Gebiet Wz € V1 mitsamt der Nachbareckentypen, so erhält man:

12Es gilt Vr : TVn, [vgl.a.3] und die Abbildung ? ist auf F eine Stauchung um den Faktor
g. Die Seiten von V1 sind also um g kleiner als die von I/3 und wegen Vs : -Vz atch
um rp kleiner als die von V2l

l3Eine analoge Berechnung kann man nun auch für die Tla.nslation in Richtung cz und
c5 durchführen
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-\bbil<lurrg 1.33: F-Bilcl u'rl E-Bild .i'er irr2-Ecke aus oben ge'rvühltt'r' Gt:-
biet Ili sanrt Nachbarec:kentvlrern

Auf Grund clerr Fünf'eckcsl'ntmetrie uncl cler Tatsache, dass r,vir in all unse-
rern Überlegungen stets tutr Ecken typen betrachten und somit Kongnrerrzerr
triclit entscheidencl sind, sincl clies aber nicht nur die Nachbareckentypel
cles speziell gelvähltetr Gebiets Il,'2, sonclern vielnrehr clie Nachbareckentv-
pen cirres beliebigen f lzr-Gebiets aus [.14 Uncl wegen V: -V+ gelten cl ie
Nachbareckentypen zudem auch fiir alle I,l,'2-Gebiete innerhalb des Fensters

[ - mit clem einzigen tlntelschiecl, ilass die positiverr Richtungen i1 I/r gera-
de clie neg:rtivetr in I/a sind und umgekehrt. Dies hat natiirlich Auswirkungel
auf dett Ltcletx cler Nachbatecken, was aber nicht weiter problenratisch ist, cla
ck:r Inclex in der Argurttentation keirre Becleuturrg haben lvird. Entsprechencl
gclten Aussagen für eirr bcliebiges Gebiet \Iri € V2 f;dLr alle Gebiete clieses
T1.ps irr 7z und wegel) Vz : -Vs auch fiir alle tli-Gebiete € % uncl es ist
sornit zur Bestimmung des Nachbareckerrtypen eines bestitnmten Eckerrtvps
u" ausrcichcrtrl, eirr bliebiges Gebiet \lt, € V* zu betrachten.

Irn Folgenclen sind die Nachbareckentypen der Ecken cles T"u-ps .rü2. u.r3, rf.1
?,t.r5. u.r6 uncl u,7 r,on Irrteresse - clie Ecken des Tvps tl1 spielen clagegel irr {er
Argutnentation keine R,olle. Die Nachbareckentl'pen einer u,r2-Ecke rvurcftrn
trcreits bestirnmt uncl nrit tlem gleichen \brgehen sollen rrun auch clic rler
ür.3, ü.r,1 , Lü5. ü16 unrl u7-Ecken bestimmt lverden.

raDie einzelrten Ecken eines Er:kentyps urrterscheiclen sich ja geracle nur rhrrch ihre 1n-
terschieclliche Lage, also dtrdurch, welclic Einheitsrichturrgen rnöglich sind. 1ir:ht aber
in iirrer gnrnclsätzlicherr Forrrr

tu-
.1,
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Die Nachbareckentypen einer ?.rs'Ecke

In einem ersten Schritt wird ein Gebiet Ws e V1 gewählt und in seine mög-

lichen positiven Richtungen verschoben. Im Fall des hier gewählten Gebiets

sind das cz,ct,,ca und c2.

Abbildung 4.34: Das Gebietffi€ V1 und seine
CBrCl rCa]U.nd C2

Die Überlagerungen der Gebiete
r{-l

tronen [von W3

in Richtung

In einem zweiten Schritt wird schließlich wieder überprüft, welche der Gebie-

te W1 e V2 von den lr/s-Translationen in Richtun 8 cs, c1., ca und c2 überlagert

werden.

Abbildung 4.35:

60
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Wie man nun sieht, überdecken die ca- und c2-Translationen jeweils Töile
eines Gebi.j:Eg € % und die c1- und ca-Translationen jeweils Teile eines
Gebiets #*'le V2. Zeichnet man schließlich F- und ,E-Bild einer tr3-Ecke
aus oben gewähltem Gebiet so erhält man die folgende Konstellation von
Nachbareckentypen:

Abbildung 4.36: F-Bild und E-Bild einer tr3-Ecke aus oben gewähltem Ge-
biet Ws samt Nachbareckentypen

Die Nachbareckentypen der u)4t,tr5,tr.r6 und tr.r7-Ecke

Mit dem gleichen Vorgehen wie gerade eben, erhäilt man auch die Nachbar-

eckentypen der w4,,u)5,,u)6 und tr.,7-Ecken. Die Bilder dazu finden sich im

Anhang.

lJr

Abbildung 4.37: Die .E-Bilder einer
'bareckentypen

Ecke des Typs u.ra und a;s samt Nach-

r.u
t h \  Ix

/ t \
tr+ \k

th
t \ \  Ix

, / \

t& \n,

t^üLr\1
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Alrlti lrlung 4.38: Dier E-Bikler erittct' Ecke dr:s Tvps 2i16 unrl i1r7 Sarnt N:rr:h-
ltalec:kerrrtvoerr

NIit Hilf'e all der Ergebnisse der letzten Abschnitte ist es nun möglich, die

Llrrtertcihrrrg de.r Penrose-R,auten im Deflationsfall zu konstruieren.

4.4.2 Die eindeutige Unterteilung der breiten Raute

Ausgangsputtkt unserer Überlegungen ist irr diesem Fall eine grobe breite

R:rute. Aus Kapitel 2 kennen wir die Innenwinkel dieser Raute: 72' uncl

108". Betrachten rvir die möglichen Eckerr ru1 bis u7, so stellen wir fest, class

letztlich nur zrvei Ecken in Frage kommen, clie iiberhaupt ein stumpfivink-

liger Eckpunkt einer breiten R.aute sein könnerr: Ecken des Tvps ?-r.)6 uncl
I'11.17,.

Abbilrlung 4.39: Alle mriglichen Ecken auf E: 2.,1 bis a'7. Allerdings schließen
nur clie Ecken vom Typ ?116 uncl ur7 einen \\Iinkel von 108'
ein, folglich können auch ttur diese beiden Eckentvpen ein
stumpfwinkliger Eckpunkt einer breiten Raute seirr!
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Es sind daher zwei Fälle zu unterscheiden: Entweder der stumpfwinklige

Eckpunkt der breiten Raute ist eine u.r6-Ecke oder eine T.u7-Ecke.

Llkils'I".l6

t^htlsrt^|6

Abbildung 4.40: Die grobe breite Raute mit einer stumpfwinkligen tr.r6-Ecke
und einer stumpfwinkligen w7-Ecke samt Nachbareckenty-
pen aus 4.4.1

Wollen wir nun die Unterteilung der groben breiten Penrose-Raute im Defla-

tionsfall konstruieren, also die Transformation der groben Raute in mehrere

feine (Halb)Rauten, müssen wir betrachten, was die beiden Ecken u6 und

uz unter Deflation machen. Auf diese Frage gibt gerade Abschnitt 4.3 eine

Antwort: Ecken des Typs ?116 werden in Ecken des Typs u3 und Ecken des

Typs tu7 in Ecken des Typs u.r2 transformiert.

Vt
T

Abbildung 4.41: Die Transformation derJ6ril,T4-Geb'ete, in denen oben ge-
wählte Ecken liegen, unter 7
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Nun aber kommt ein entscheidendes Detail, das es zu bedenken gilt: Um

den Zusammenhang von grobem und feinem Muster zu verstehen, haben

wir in Abschnitt 4.3 das Urbild des feinen Musters betrachtet. Bezeichnet

MB, wieder das grobe rnd SMs das feine Muster auf. E'so heißt das gerade,

dass wir - um die tansformation der Ecken unter Deflation zu bestimmen
- das Urbild von SMe, also das Muster MBbetrachtet haben [vgl.Abb.3.5].
Das ist auch richtig, geht es nur um die Bestimmung des Eckentyps. Jetzt ist

allerdings mehr gefragt: Es gilt nicht nur zu wissen, in welche Eckentypen

die Ecken u/6 und ?rz unter Deflation transformiert werden, sondern wir

müssen deren genaue Lage kennen, also das Muster SMB betrachten, nicht

allein Mot Das heißt nun wiederum, dass man auf die .E-Bilder der Ecken,

die man erhält, wendet man 7 auf die Gebiete I/6 und W7 an in denen

die gewählten u6, tr7-Ecken liegen [vgl.Abb.4.41], noch einmal ,S anwenden

muss, denn SM6 ist bekanntlich ein um den Faktor cp gestauchtes und um

180' gedrehtes Bild des Musters MBI

X:

Abbildung 4.42: Die Ecke tr.'3 samt Nachbareckentypen aus Abschnitt 4.4.L:
Das F-Bild und das dazugehörige ,E-Bild und das E-Bild
nach Anwendung von ,S auf. E (rot eingezeichnet)

64



ile
\  , r {b

tlf,$*+tü tlnUr. K
I \rrs

H6
)g-

hto
0e

Abbildung 4.43: Die Ecke w2 samt Nachbareckentypen aus Abschnitt 4.4.I:
Das F-Bild und das dazugehörige E-Bild und das E-Bild
nach Anwendung von ̂ 9 auf ,E (rot eingezeichnet)

Setzt man nun die Ergebnisse zusammen erhält man:

Utr*srtl6

l,JtrDs

Abbildung 4.44: Die grobe breite Raute mit einer stumpfwinkligen w6-bzw.
tr.r7-Ecke (schwarz eingezeichnet) und deren tansformati-
on in eine Ecke des Typs u.'3 bzw. w2 unter Deflation (rot

eingezeichnet)

Allerdings kennen wir sowohl das Aussehen von Ecken des Typs u.r6 als

tJtdr

Nlrl1tt
I  1 e\^\)

N.IJS

Dt"sv
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auch deren Nachbareckentypen lvgl.4.2;4.4.1] und so kann obiges Bild sofort

ergänzt werden:

orrtlslJe

'i$,

Fqrxru\G

Abbildung 4.45: Die Unterteilung einer groben breiten Raute unter Defla-
tion: Schwarz eingezeichnet die Ecken vor Deflation, rot
eingezeichnet die Ecken nach Deflation

Man erhält somit im Fall der groben breiten Penrose-Raute gerade die in Ab-

bildung 4.2 dargestellte Unterteilung, die auch mit der Unterteilung der ele-

mentargeometrischen Methode übereinstimmt! Ferner entspricht dies auch

den Ergebnissen aus Abschnitt 4.3: Die Punkte, die unter Deflation neu

hinzukommen, sind genau die Ecken des Typs ?r,16 und u.'7! Es gilt also:

o Ecke des Typs u6 im feinen Muster <+ Unterteilung der breiten Raute

im groben Muster

4.4.3 Die eindeutige Unterteilung der schmalen Raute

Die Unterteilung einer schmalen Raute kann nun analog zu Abschnitt 4.4.2

konstruiert werden. Ausgangspunkt ist in diesem Fall somit eine grobe

schmale Raute mit Innenwinkel 36" und 144" lvgl.2.2l. Ein Blick in Abbil-

dung 4.39 zeig!, dass insgesamt drei Eckentypen eine stumpfwinklige Ecke

einer solchen Raute sein könnerr ?J)2,?/3 und ür7.

Daher sind die folgenden drei Fälle zu unterscheiden:

rlrrt!:
l,lt,L\.t

l.\5
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Abbilclung '1..16:

--- l l i  r  \

Die grobe schrnale Raute mit
Ecke uncl einer sturnpfrvinkligen
entvpen aus 4.4.1

eirrer stumpfwinkligen il.2-
ur3-Ecke samt Nachbareck-

Abbildung 4.-17: Die grobe schmale Rarrte mit einer stumpfrvirrkligen tl7-
Ecke sarnt Nar:hb:rreckerrtvoen aus .1.4.1

Arrch hier tnuss man nun) will rnan rlie Urrterti:ilung der schmalen Penrose-

Raute konstruieren, die Transforrnation der Ecken unter Deflation kernnerr

[l'g1.4.3]: Ecken des Tvps ?rr2 werden in Eckerr rles T"v-ps il5, Ecken des T1'ps

1'3 in Eckerr cles Typs ua und Ecken cles Tvps n)7 in Ecken cles T1'ps ur2

I rarrsforn r iert .
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Abbildung 4.48: Die Tfansformation der W2,fl\-Gebiete, in denen oben ge-
wählte Ecken liegen, unter ?. Die Transformation des I,7z-
Gebiets ist bereits in Abbildung 4.4L dargestellt

Mit den gleichen Argumenten wie in 4.4.2 müssen wir auch hier auf die

E-Bilder der Ecken, die man erhält, wenn man 7 wie in Abbildung 4.48

dargestellt auf die gewählten W2,Ws-Gebiete anwendet, noch einmal ,S an-

wenden, d.h. die Bilder um 180o drehen und um den Faktor p stauchen!

tlg
t\2

N+

Abbildung 4.49: Die Ecke tr.r5 samt Nachbareckentypen aus Abschnitt 4.4.I:
Das F-Bild und das dazugehörige E-Bild und das E-Bild
nach Anwendung von S auf E (rot eingezeichnet)

VL
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^,-ffi
Abbildung 4.50: Die Ecke T.ra samt Nachbareckentypen aus Abschnitt 4.4.L:

Das F-Bild und das dazugehörige E-Bild und das E-Bild
nach Anwendung von ,S atfi. E (rot eingezeichnet)

Setzt man nun alles zusammen, erhält man im Fall, dass die grobe schmale

Raute eine stumpfwinklige Ecke des Typs tr.r2 oder u3 hat, sofort die in

Abbildung 4.2 dargestellte Unterteilung der groben schmalen Raute, die

auch mit der Unterteilung im elementargeometrischen Fall übereinstimmt:

N+rAr tJr
D?

Abbildung 4.51: Die Unterteilung einer groben schmalen Raute im Fall der
stumpfwinkligen u2- und u.r3-Ecke unter Deflation: Schwarz
eingezeichnet die Ecken vor Deflation, rot eingezeichnet die
Ecken nach Deflation

A+ Az
tsL s
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Und auch hier sind die im Deflationsfall neu hinzu kommenden Purikte

gerade Ecken des Typs tu7 [vg1.4.3]!

Im Fall, dass die grobe schmale Raute eine stumpfwinklige tu7-Ecke besitzt,

sieht die Lage jedoch anders aus:

hltrtürIt

UItt tl f,ltrds

tl{,Nrlhg

Abbildung 4.52: Die Unterteilung einer groben schmalen Raute im Fall
der stumpfwinkligen tu7-Ecke unter Deflation: Schwarz ein-
gezeichnet die Ecken vor Deflation, rot eingezeichnet die
Ecken nach Deflation

Da man allerdings weiß, dass die Ecke des Typs u2 älr der Nachbarecke, die

die grobe schmale Raute unterteilt, entweder eine wa oder eine u.r5-Ecke hat

[vgl.Abb.4.33l und keine andere, kann dieser Fall sofort auf die beiden ande-

ren Fälle zurückgespielt werden und man erhält auch hier die Unterteilung

wie in Abbildung 4.2 dargestellt! Es gilt somit:

o Ecke des Typs w7 im feinen Muster <+ Unterteilung der schmalen

Raute im groben Muster

4.5 Ergebnisse

Was ist also das Ergebnis der letzten Abschnitte? 4.4 hat zeigen können,

dass die beiden Penrose-Rauten unter Deflation immer in der in Abbildung

4.2 dargestellten Art und Weise unterteilt werden und dass somit die Un-

terteilung im Fall der Projektionsmethode mit der im elementargeometri-

schen Fall übereinstimmt. Im Umkehrschluss fol$ aus dieser Eindeutigkeit

natürlich sofort, dass im Inflationsfall die Rauten entsprechend dieser Un-

terteilung zu größeren Rauten zusammengefasst werden. Auf Grund dieser
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Ergebnisse lässt sich nun aber auch sicher sagen. rvas in Abschnit.I.l rroch

eine rrrrbeweisbare \trrarrssetzung gewesen rvar:

o In Penrose-N'lustern rverclen Karrten des groben Nlusters stcts nur

durch Kanten, Querdiagonalen der schrnalen Raute oder Längsdia-

gonalen cler breiterr Raute des feinen N{usters unterteilt!

Eirre Unterteilurrg rpt,'r clurch clie Kanterr rvie inr ''He1>rose-Fall" 
[l'gl.Abb.-1.-11

ist scirtrit rrit:ht rnöglic:h!

Noc:h ein \\Iort zunr Inclex: Diest:r rvar letztlich irr rler Argutnentation bzgl.

rler Eirrrleutigkeit rler Untr:r'tcilurig rric:ht wirklich nötig, cla u,ir letztlich rnrr

die Eckenlypen, betraclrtet htrben. Dies heilßt aber nor:h lange niclrt. rl:rss

cr uunötig ist - bcispielsu'eise körrncn Ecken vorn Tvp ?11 Illlr :rttltatttl rk:s

Inrlex auseinanck:rgehalterr lverrclr:rr, da diese inr Fall von Iuclex 1 urrtl 2

uncl irn F:rll r.on 3 und 4 .jerveils clie selbe Orierrtienrng habenl Überträgt

nrarr die Ergebnisse aus 4.3 auf clen Index k eines Punktes : € Zr'. so

becleutct das geracle, dass im Deflationsfall nur Punkte mit Index 2 und

3 neue Punkte sein köntren, Punkte rnit Index 1 und 4 sind imtner alte

Purrkte. In Abhängigkeit derr Indizes bekomrnt man somit folgencle - einzig

mögliche - Untertcilungen der breiten und schmalen Penrose-Raute:

\ + A

,(\

1\:V-7n .'€'

V V
Abbilclurrg -1.53: Dier tlnterteilung cler beiclen Pettrose-Rauten irn Fall von

Index 2

,\

^ ^ -

\r/7/+;
V

-

Die Unterteilung der beiclen
hrdex 3

a

l " :

?_

Abbildung 4.54:
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Anhang

Der Vollständigkeit halber sollen hier noch die Nachbareckentypen der w4,w5,

ü16 und u.r7-Ecken, wie in Abbildung 4.37 und 4.38 dargestellt, bestimmt wer-

den. Das Vorgehen ist analog zu dem in 4.4.1beschriebenem: Tfanslation in

die möglichen Einheitsrichtungen und anschließende Betrachtung der Über-

lagerung durch die translatierten Gebiete.

Abbildung4.55:Die|@1desGebiets@€VginRichtun$c5und
aieüffilät!äFe"fdes Gebiets$e % in Richtung c1 und
C4

,,_ _ _ _ _ - _ r /

Abbildung 4.56: Die Überlagerungen der Gebiete aus I/a durch die positiven

il-TTansläffiffiU von Wn bzw. W5
l k * _ a
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\, Abbildune 4.58: Die Überlagcrrungen der Gebiete aus l/2 durch die negativen*',.1 \i''f 
t@tt"olrruruzw.f_@

Abbildung +.s2, ni{Eauäffiiädfder Gebiet.-ffis|€ % in alle negati-
' 7  l "s  venRr f f i tä i@--c1  mi t l< i<5  

-

/\ 
*J

( r +

Abbi ldung4.59 :D ie1T@r ldesGeb ie tSm"€%inRich tungc2,ca
,ratoffi-.or" ,660 tt-" -"rr"uo'6= v2 ur rLrurr-
tung c1 und ca
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Abbildung a.60' D_lgj.!@urungen der Gebiete aus V3 durch die positiven

t!@torfT&,bzw w

Abbildung 4.61: DierTtäd3läübh:el;des Gebiets "Tf-0" € Vz in Richtung -c1

rtra lffigr""'dläTl6lilEfr1des Gebietr H € v2 in
Richtung -c5

Abbildung 4.62: Qie_Überlagerungen der Gebiete aus V1 durch die negativen

lT'-r "offiUr*.ffii
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