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1 Komplexe Zahlen
und Funktionen

Grundlegende Eigenschaften der komplexen Zahlen und Funktionen. Die meis-
ten Sachverhalte sind aus der elementaren ANALYSIS bekannt und werden daher
ohne Beweis rekapituliert.

1.1 Die Gauls’sche Zahlenebene

Motivation: 22 + 1 = 0 hat keine Losungen in R, es gibt keine invertierbare
Multiplikation im R?

1.1.1 Satz und Definition (Korper der komplexen Zahlen): Die
Menge R? := R x R der geordneten Paare reeller Zahlen, versehen mit
den beiden bindren Operationen

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) , +:R?xR? — R?
(a,b)-(¢,d) = (ac—bd,ad+bc) |, - :R2xR? — R?

bildet einen mit C bezeichneten Korper, den Kérper der komplexen
Zahlen. Hierbei ist (0,0) das Nullelement, (1,0) das Einselement, (—a, —b)
das Negative von (a,b) und (2% , ﬁ) das Reziproke von (a,b) (sofern
(a,b) vom Nullelement (0,0) verschieden ist).

Anschauungsmodell fiir C: Gaufs’sche Zahlenebene, reelle Achse, imagi-
nire Achse (siehe Abbildung)

Einbettung von R als Teilkérper in C (Ubungsaufgabe)

C ist eindimensionaler C-Vektorraum, aber zweidimensionaler R-Vektorraum
(Basis z.B. {(1,0),(0,1)})

imaginire Einheit i := (0,1). Es gilt

i = —1. (1.1)
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Vorsicht ! Wegen i? < 0 kann C kein geordneter Korper sein. Es gibt also keine
Ungleichungen zwischen komplexen Zahlen.

Wegen (a,b) = (a,0) + (0,b) = a- (1,0) +b- (0,1) gilt fiir 2 € C die additive
Standarddarstellung

z =a+0bi, abelR. (1.2)
a Realteil, b Imaginirteil von z,i.Z. a = Re z, ,1.7. b = Im z.
Veranschaulichung der Addition in C nach ,Parallelogrammregel” (s. Abbildung)
Zu z = a + bi € C konjugiert komplexe Zahl: Z :=a — bi

1.1.2 Satz (Rechenregeln fiir konjugiert komplexe Zahlen): Fiir
alle z,w € C gilt:

(a) Z==z,
(b) z+tw=zZ+w,
w

(c) zZw=z w,

(d) z+zZ=2Rez, z—z=2iImz,
() 2z#0 = 2z-Z€RT.

Betrag von z € C: |z| := V2Z = Va? + b2

1.1.3 Satz (Rechenregeln fiir den Betrag) : Fiir alle z,w € C gilt:
(a) z#0 < |2| >0,

(b) [zl =[],
(c) |z wl=l|z]-[w|,
(d) |Rez| <[z], [Imz| <]z,
(e) |z+w|<|z|+|w|, Dreiecksungleichung (nach oben)
(f) |z+w|>||z| = |w||. Dreiecksungleichung nach unten
Ferner gilt fiir alle z1, ..., zp, w1, ..., wy, € C die Cauchy-Schwarz’sche
Ungleichung:
n 2 n 9 n 9
(8) |2 zwwe| < (X 1) - (3 wnl?).
k=1 k=1 k=1

multiplikative Standarddarstellung mit Winkel ¢ € [0,27) und Linge
r=|z|: ‘
z = re'¥ = r(cosp+ising). (1.3)
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Beachte! Im Moment ist €/ nur eine Abkiirzung fiir cos ¢ -+ i sin (.

Zur Veranschaulichung der Multiplikation in C: Betréige werden multipliziert,
Winkel addiert (siehe Abbildung)

Umrechnungsformeln fiir a + ib = re®?:

a = rcosp, b = rsingp, (1.4)

arctan 2, falls a #0,
7”:1/1324-@/2,()0:{ a 7é

(1.5)
arcctg ¢, falls b#0.

Fiir jedes n € N ergibt sich mit Induktion die de Moivre’sche Formel, d.h.,
fiir z = r(cosp + isinp) gilt

n

’z = r"(cosny + isinny) ‘ (1.6)

Zur Umkehrung von Potenzen mit natirlichen Exponenten gilt der folgende
Satz (siehe Abbildung):

1.1.4 Satz (n-te Wurzeln): Zu jeder von 0 verschiedenen komplexen
Zahl w = r(cos ¢ + isinp) und jedem n € N gibt es genau n paarweise

verschiedene komplexe Zahlen zy, ..., zn_1, deren n-te Potenz gleich w ist,
nédmlich
Z = Q/?[cos(f—i-%l) —i—isin(f%—wﬂ)} , k=0,....,n—1.
n n n n

Beweis: Man macht den Ansatz z = p(cosf# + isinf) und schliefst mit der
Formel (1.6) auf p™(cosnf + isinnf) = r(cos ¢ + ising). Daraus folgt p" = r
und nf = ¢+ 2k fiir ein k£ € N. Wegen der Periodizitédt von Sinus und Cosinus
gibt es genau die im Satz angegebenen n paarweise verschiedenen Zahlen. W

Im Spezialfall w = 1 heifsen die im Satz 1.1.4 beschriebenen Zahlen
= ekmi/n b =0,...,n—1 (1.7)

n-te Einheitswurzeln, und (; heifft primitive n-te Einheitswurzel. Offen-
sichtlich gilt (siehe Abbildung)

Crhoi=CF fir k=0,...,n—1. (1.8)
Beachte den Unterschied zu R: Hochstens zwei der n paarweise verschiedenen

Lésungen der Gleichung 2™ = 1 liegen in R, ndmlich 1 und gegebenenfalls, d.h.,
wenn n ungerade ist, —1.
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Topologie von C: C ist beziiglich des Betrags |- | : C — Rg ein normierter
Raum; zudem ist C vollstdndig. Insgesamt ist also C ein Banachraum — und
beziiglich der Metrik d(a,b) := |a — b| ein vollsténdiger metrischer Raum.

In C liegen also alle Begriffe der ANALYSIS vor, die sich auf metrische Rdume
beziehen, und es gelten alle diesbeziiglichen Aussagen.

Aufgaben

1. Zeigen Sie, dass die reelle Achse {(a,0) € R? : a € R} ein zu R isomorpher Teilkorper
von C ist.

2. Geben Sie ein Beispiel fiir das Hadamard’sche “Prinzip des kiirzesten Weges durchs Kom-
plexe“, indem Sie folgende Formeln zunichst mit reellen Mitteln zu beweisen versuchen,
und dann auf dem Weg durchs Komplexe beweisen:

3tanz — tan®

. 2 . -3
sin3z = 3cos”zsinx —sin"x, tandzr = 5
1—-3tan“z

3. Laut Vorlesung ist die Menge G, der n-ten Einheitswurzeln ist eine zyklische Untergruppe
der Ordnung n des Einheitskreises S'. Zeigen Sie:

a) Auch die Mengen G :=J°° G, und H :=|J°°  Gan sind Untergruppen von S'.
n=0 n=0
(b) Die Untergruppen G und H sind dicht in S'.
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1.2 Die Riemann’sche Zahlenkugel

Anders als in der REELLEN ANALYSIS, wo die beiden Symbole co und —oo
auftreten, betrachtet man in der KOMPLEXEN ANALYSIS nur eine Form von
,Unendlich®“. Man assoziiert zu C das Symbol co und nennt

C = CU{o0}

die erweiterte komplexe Zahlenebene. Das Symbol co bezeichnet man auch
als unendlich fernen Punkt.

Fiir das Rechnen in C erweitert man — unter Beibehaltung der Kommutati-
vitdt — die im Korper C giiltigen Rechenregeln wie folgt:

a+too = oo und %:0 fiir alle a € C,

a-00 = 0o und % = oo fiiralle a € C\ {0},
o0

0O+00 = X000 = 0.

Die Ausdriicke 22, %, 0 - 00 und oo — oo bleiben — wie im Reellen — undefiniert.

Neben der geometrische Interpretation von C als Ebene mit dem unendlich
fernen Punkt oo kann man sich C auch als Kugel mit dem Punkt oo als Nordpol
veranschaulichen. Das geschieht wie folgt (sieche Abbildung): Wir betrachten die
zweidimensionale Sphére

S? .= {xER3:m%+x%+(x3—%)2:i}
mit Mittelpunkt (0,0, %) und Radius % Dann definieren wir die so genannte
stereografische Projektion, die den Nordpol (0,0,1) der Sphére geradlinig
mit den Punkten auf der Ebene {x € R3 : 3 = 0}, die wir mit C identifizieren,
verbindet. Auf diese Weise entspricht jedem Punkt der Sphire S? — mit Aus-
nahme des Nordpols — genau ein Punkt von C, und der Nordpol entspricht dem
unendlich fernen Punkt oco. Die stereografische Projektion p : S? — C hat die
explizite Form

(x1+ixe) fir x #(0,0,1),
pla) = { 1—a (1.9)
00 fir x=1(0,0,1).

Ihre Umkehrfunktion p~! : C — S? ist (Ubungsaufgabe)

2
( R622 ) ImZ2 ) ‘z‘ 2> fiir ZEC,

(0,0,1) fiir z =00.

(1.10)
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Da S? in kanonischer Weise ein kompakter metrischer Raum ist — beziiglich
der euklidischen Metrik dgs des R3 —, lisst sich mit Hilfe der bijektiven Abbil-
dung p : S?> — C eine Metrik auf C einfiihren, die so genannte sphiirische oder
chordale Metrik

d@(z,w) = dps (p_l(z),p_l(w)) . (1.11)

Beziiglich der beiden metrischen Réume S? und C erweist sich die stereografische
Projektion p : S> — C als Homéomorphismus, der es folglich erlaubt, C als zu S?
homdomorphen kompakten metrischen Raum zu behandeln (Ubungsaufgabe).

Wegen dieser Homdomorphie bezeichnet man neben der Sphére S? auch den
Raum C als Riemann’sche Zahlenkugel!, und beides als Ein-Punkt-Kom-
paktifizierung der Gauf’schen Zahlenebene.

Aufgaben

1. Beweisen Sie die im Zusammenhang mit der stereografischen Projektion p : S?* — C und
der sphérischen Metrik dz : C x C — R} gemachten Aussagen der Vorlesung.

2. Zeigen Sie:
(a) Die sphirische Metrik besitzt die Darstellung

|z — wl fir z,w e C,
V221 w]?)
dz(z, w) = 1 fir 2zeC, w=o0
/1_|—|‘Z|2 7 b
0 fir z=w = o00.

(b) Die durch f(z) := % definierte Abbildung f : C — C ist eine Isometrie, d.h., es gilt
d=(f(2), f(w)) = dz (z,w) fiir alle z,w € C.

! Zuweilen wihlt man fiir die Riemann’sche Zahlenkugel — und damit die stereografische Pro-
jektion — eine geringfiigig andere geometrische Konstellation, indem man den Siidpol der Kugel
auf den Koordinatenursprung der Gauf’schen Zahlenebene legt. Die prinzipiellen Uberlegun-
gen bleiben aber die gleichen.
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1.3 Folgen und Reihen

Aus der elementaren ANALYSIS sind bekannt: Der Satz von Bolzano-Weierstraf
fiir Folgen komplexer Zahlen, das Cauchy-Kriterium fiir Folgen und Reihen kom-
plexer Zahlen und Funktionen, das Majoranten-, das Wurzel- und das Quotien-
tenkriterium fiir Reihen komplexer Zahlen, ferner das Weierstrak-Kriterium fiir
Reihen komplexer Funktionen, schliefslich der Satz iiber das Konvergenzverhal-
ten von Potenzreihen.

Neben den aus der elementaren ANALYSIS bekannten Konvergenzbegriffen
beno6tigt man in der FUNKTIONENTHEORIE noch weitere. Zwei davon fiithren
wir jetzt ein.

1.3.1 Definition: Es sei A eine Teilmenge von C und (fy,)nen eine Folge
von Funktionen f, : A — C. Diese Folge heifst dann

i) lokal-gleichmiifiig konvergent, wenn es zu jedem Punkt z € A eine

i) lokal-gleichméfsig k g jedem Punk A ei
Umgebung U = U(z) C A gibt, sodass die auf U eingeschrinkte Folge
(fnlu)nen gleichmékig konvergiert.

(ii) kompakt konvergent, wenn sie auf jeder kompakten Teilmenge von
A gleichmiéBig konvergiert.

Dass diese beiden Begriffsbildungen auf offenen Teilmengen von C sogar
gleichwertig sind, besagt der folgende Satz.

1.3.2 Satz (Aquivalenz von kompakter und lokal-gleichmiiiger
Konvergenz) : Ist A eine offene Teilmenge von C, so ist eine Folge von
Funktionen f, : A — C genau dann kompakt konvergent, wenn sie lokal-
gleichmafig konvergent ist.

Beweis: Die Folge (fn)nen sei lokal-gleichmifkig konvergent, und K sei eine
beliebige kompakte Teilmenge von A. Dann gibt es zu jedem z € A eine offene
Umgebung U(z) € A von z, auf der die Folge gleichméfig konvergiert. Da K
kompakt ist, geniigen endlich viele dieser Umgebungen zur Uberdeckung von K,
und da die Folge (fn)nen auf der Vereinigung dieser endlich vielen Umgebungen
gleichmikig konvergiert, gilt dies auch auf K.

Die umgekehrte Richtung folgt sofort aus der Tatsache, dass jeder Punkt der
offenen Menge A eine kompakte, in A liegende Umgebung besitzt. [

Der aus der ANALYSIS bekannten Satz, dass die Grenzfunktion einer gleich-
mékig konvergenten Folge stetiger Funktionen stetig ist, gilt offensichtlich auch
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unter der abgeschwichten Voraussetzung der lokal-gleichméfigen Konvergenz,
denn diese liefert fiir jeden Punkt die Stetigkeit der Grenzfunktion in einer Um-
gebung dieses Punktes.

Fiir die Funktionentheorie wichtiger ist der folgende Sachverhalt.

1.3.3 Satz (Konvergenz von Potenzreihen): Jede Potenzreihe ist in
ihrer Konvergenzkreisscheibe kompakt konvergent und besitzt daher eine
stetige Grenzfunktion.

Beweis: Bezeichnet zp den Entwicklungsmittelpunkt und p den Konvergenz-
radius der gegebenen Potenzreihe, so gibt es zu jedem Punkt w € U,(29) ein
positives o < p mit w € Uy(z0). Nach einem Satz der ANALYSIS ist die Po-
tenzreihe auf U, (z0) gleichméfig konvergent. Damit ist die lokal-gleichméfige
Konvergenz gezeigt, und diese ist — da die Konvergenzkreisscheibe offen ist —
gleichwertig mit kompakter Konvergenz. |

Aufgaben

1. Zeigen Sie, dass fiir jedes z auf dem Einheitskreis S das Bild der Folge zx := ze®™***

k € N, bei irrationalem A dicht in S* liegt. Was geschieht in Fall eines rationalen \?
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1.4 Elementare Funktionen

Unter einer komplexen Funktion verstehen wir generell eine Funktion, die
komplexen Zahlen aus einer Teilmenge A von C komplexe Werte zuweist. Zu
jeder solchen Funktion

f:ACC—-C
gehoren in kanonischer Weise die beiden reellen Funktionen
u:ACR> R und v:ACR? -R, (1.12)
die geméfs
[ +iy) = u(z,y) +iv(z,y) (1.13)

definiert sind. Man nennt v den Realteil und v den Imaginirteil von f. Sind
umgekehrt zwei reelle Funktionen wie in (1.12) gegeben, so definiert (1.13) eine
komplexe Funktion f: A — C. Wir nennen das Paar von Funktionen (u,v) die
reelle Darstellung von f.

Besonders einfache, auf ganz C definierte komplexe Funktionen sind:

z—2zZ, z—lz|], z—Rez, zr—Imz,
n
Polynome 2z +— Zakzk , ag,...,an € C,
k=0
: : p(z)
rationale Funktionen z— ——=  p(z),q(2) Polynome.

q(2)

1.4.1 Die Argumentfunktion

Aus der ANALYSIS ist bekannt, dass die Funktion?
fo(z) == cosz+isinz, fo:[-m,m)—>{2z€C:|z|=1}
bijektiv ist. Mit Hilfe der zugehtrigen Umkehrfunktion f; ! definiert man die
Argumentfunktion argz := f;' (ﬁ) , C\{0} - [-m,7).

Angesichts der ,Mehrdeutigkeit der Winkelmessung* nennt man die Funktion
arg auch den Hauptzweig der Argumentfunktion, und fiir jedes k € Z nennt
man die Funktion

argy z = argz +2km, arg,:C\ {0} — [(2k — 1)m, (2k + 1)7)

einen Zweig der Argumentfunktion, im Fall k # 0 einen Nebenzweig. Offen-
sichtlich gilt arg = arg,,.

2 Das Intervalls [, 7) ist als Definitionsbereich von fo fiir die KOMPLEXE ANALYSIS vor-
teilhafter als das in der REELLEN ANALYSIS iibliche Intervall [0, 27). Der Grund hierfiir wird
im ndchsten Abschnitt bei der Einfithrung des komplexen Logarithmus ersichtlich.
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Es gilt z. B.
argi = g , allgemeiner arg,i = g+2k7r fiir alle k € Z,
arg(—1) = —m, allgemeiner arg,(—1) = 2kn —x fiiralle k € Z.

Dies impliziert
arg(i-1) = —m #7m = argi + argi,
d.h., die naiverweise erwartete Identitdt arg(z - w) = arg z + argw ist nur eine
,Modulo-Identit&t“
arg(z-w) = argz +argw mod 27 fiir alle z,w € C. (1.14)

Die Begriindung hierfiir ergibt sich mit den Additionstheoremen fiir Sinus und
Cosinus aus r(cos ¢ +isinp) - s(cos ) +isiny) = rs(cos(p + 1) +isin(¢ + ).

1.4.2 Mobius-Transformationen

Eine fiir gegebene a, b, ¢,d € C mit ad — be # 0 definierte Funktion
_az+b ) d
f(z) = et d’ f.(C\{—E}—NC (1.15)
(im Fall ¢ = 0 ist sie auf ganz C definiert) heifst gebrochen lineare Funk-
tion oder Mdbius-Transformation. Die Voraussetzung an die Koeffizienten
a, b, c, d schliekt aus, dass es sich um eine konstante Funktion handelt, und dass
der Ausdruck % undefiniert ist.

1.4.1 Satz (Hom6éomorphie der Mdbius-Transformationen): Die
MGobius-Transformation (1.15) bildet die Menge C \ {—%} homéomorph
auf die Menge C\ {2} ab. Die zugehérige Umkehrfunktion ist

FHw) = b—dw7 f—l:C\{%}_)(C\{_%l}'

cCw — a

Beweis: Die Bijektivitit folgt aus den fiir alle w € C\ {2} bzw. z € C\ {—%}
gliltigen Identitéten
a4 p ab—adw +bcw —ab  (bc—ad)w

c=dw g be—cdw + cdw —ad  be—ad

cw—a

b—d2ts  pez4bd—adz—bd  (be—ad)z

= = = Z.
az+b _ _ _
ri—a acz + bec — acz — ad be — ad

Cc

Die Stetigkeit von f und f~! ist offensichtlich. |
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Die Komplikationen mit den Ausnahmepunkten ¢ und —g lassen sich am ein-
fachsten beheben, indem man die Mébius-Transformation (1.15) in kanonischer
Weise zu einer Abbildung von C nach C fortsetzt, und zwar wie folgt:

Miﬁ fiir 2 € C\ {~¢},

cz +
a .
= fiir z = 00 .
C

Im Hinblick auf die Untersuchung des Abbildungsverhaltens von Mébius-Trans-
formationen ist bemerkenswert, dass sich jede solche Abbildung als Hinterein-
anderausfithrung von besonders einfachen Mobius-Transformationen schreiben
ldsst. Diese sind (mit A, B € C)

Drehstreckung z — Az

Translation z — 2+ B

I . 1
nversion  z — -
Der Grund hierfiir ist, dass sich jede Funktion der Form ZZZ Iz wie folgt darstel-
len ldsst:
924-9, falls c =0,
d d
e = a_ad—bc 1 falls ¢ # 0
c c cz+d’ )

1.4.2 Beispiel: Wirkung der Inversion z — z auf verschiedene Kreise. Solche
durch 0 werden auf Geraden abgebildet, die anderen auf Kreise. Ferner sieht
man, dass man jeweils nur drei Punkte abbilden muss, um das Bild der Aus-
gangskreises zu erkennen. O

Die in diesem Beispiel entdeckten Phanomene werden mit dem folgenden Satz
in der Theorie verankert und mit dem Begriff Kreisverwandtschaft belegt.

1.4.3 Satz (Wirkung von Mébius-Transformationen auf Kreise
und Geraden): Ist f : C — C eine Mobius-Transformation und S ein

Kreis oder eine Gerade in C, so ist auch f(S) ein Kreis oder eine Gerade
in C.

1.4.4 Bemerkungen: 1. Man beachte, dass der Satz nicht besagt, dass Kreise
auf Kreise und Geraden auf Geraden abgebildet werden (siehe Beispiel 1.4.2).

2. Da es auf der Zahlenkugel S? keine Geraden gibt — den Geraden in der Ebene
C entsprechen die Kreise auf S? durch den Nordpol — lautet der Satz auf S? wie
folgt: Jede Mobius-Transformation f : S? — S? bildet Kreise auf Kreise ab. O
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Beweis von Satz 1.4.3: Ubungsaufgabe

Wie man zu einem beabsichtigten Abbildungsverhalten eine Mobius-Trans-
formation findet, die das Gewlinschte leistet, besagt der folgende Satz. Man
beachte in diesem Zusammenhang, dass die Vorgabe dreier Punkte einen Kreis
oder eine Gerade eindeutig festlegen.

1.4.5 Satz (Bestimmung einer Md&bius-Transformation mit vor-

gegebenem Abbildungsverhalten): In C seien jeweils drei paarweise

verschiedene Punkte z1, 22, z3 und wi, ws, ws gegeben. Dann gibt es genau

eine Mébius-Transformation f : C — C mit f(z) = wy, fiir k = 1,2, 3.

Die zugehdérige Beziehung w = f(z) erhélt man, indem man die Gleichung
w—wy w3 — wy Z— 21 k3 — %9

= - (1.17)
w— w2 w3 — wi Z— 29 23— X1

nach w auflost, was offensichtlich stets in eindeutiger Weise mdglich ist.

Beweis: Existenz: Setzt man der Reihe nach z1, 22, 23 in die Gleichung (1.17)

w—wy __ w—w1p __ ’LU’LUll’UJ3’lU2_
ein, so erhilt man zunéchst oy = 0 bzw. oy = bzw. P —m 1

und damit schlieklich die w-Werte w1 bzw. we bzw. ws.

Eindeutigkeit: Um die Rechnung iibersichtlich zu halten, wihlen wir (ohne we-
sentliche Einschrinkung der Allgemeinheit) wy = 0, wge = oo und ws = 1. Die

Funktion J
flz) = —2 22 f:.C—CT

Z— 29 23— X1

ist dann augenscheinlich eine Mobius-Transformation der gesuchten Art. Neh-
men wir nun an,

az+b S —
= — :C—-C
9(z) = 9:C—
ware eine weitere solche Funktion, dann hiefse dies az; +b =10, czo +d = 0 und
az3 + b = czs + d. Hieraus folgt zunéchst —izL; +b = —iz;e, + d und weiter
% (21 — 23) = % (22 — 23) und schlieRlich bz? =z=4 23 Insgesamt erhalten wir
(2) —£2+b b(l—i) 21—z bzo 21— 2 29— 23 £(2)
z = = = = . = zZ).
g —%z—i—d d(l—%) 29— 2 dzy 29— 2 2 — 23
Damit ist der Satz 1.4.5 bewiesen. |

Bevor wir ein konkretes Beispiel einer Mobius-Transformation mit vorgege-
benem Abbildungsverhalten bestimmen, erinnern wir an den aus der ANALYSIS
bekannten Sachverhalt, dass stetige Funktionen zusammenhingende Mengen auf
zusammenhéngende Mengen abbilden.
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1.4.6 Beispiel: Wir stellen uns die Aufgabe, eine Mobius-Transformation zu
bestimmen, die die rechte Halbebene H := {z € C : Re z > 0} auf das AuRere
der kompakten Einheitskreisscheibe abbildet, also auf die Menge C \ U;(0).

Um eine Mobius-Transformation zu finden, die die Rénder dieser Gebiete
aufeinander abbildet — also die imaginére Achse und den Einheitskreis —, wihlen
wir die Punkte

z1: =1, z20:=0, z3:=—1¢ auf der imagindren Achse,

wy:=1, we:=—1, wg:=—i auf dem Einheitskreis.

Eine Moglichkeit, die nach Satz 1.4.5 eindeutig bestimmte Mobius-Transforma-
tion finden, die z1, 22, 23 auf wy, wy, w3 abbildet, liefert die Formel (1.17). Eine
andere — meist bevorzugte — Methode besteht darin, einen Ansatz der Form
flz) = ‘Cfig mit unbestimmten Koeffizienten a, b, ¢, d € C zu machen und durch
Einsetzen der gegebenen Punkte Bedingungen zur Berechnung der Koeffizienten
herzuleiten.

Wir wihlen den zweiten Weg und stellen sogleich fest, dass im vorliegenden
Fall eine Gerade in einen Kreis abgebildet werden soll. Das bedeutet, dass der
Koeffizient ¢ nicht 0 sein kann, und wir daher (Erweiterung mit %) gleich mit
dem vereinfachten Ansatz

az+b
f(z) = o1 d
arbeiten konnen. Die Bedingungen wy = f(zx), i = 1,2, 3, liefern dann das aus
den drei Gleichungen i(i+d) = ai+b, —d = b und i(c—i) = —ai+b bestehende
lineare Gleichungssystem

- —1 1 a 1
0 1 1 bl =160
i =1 —i d 1
mit der eindeutig bestimmten Lésung a =1, b = —1, d = 1. Damit ist
_z—1
f(z) = z+1

eine M6bius-Transformation, die die imaginére Achse auf den Einheitskreis ab-
bildet. Die beiden von der imagindren Achse getrennten Halbebenen werden
dann auf Up(0) bzw. C \ U;(0) abgebildet, denn f : C — C ist bijektiv und
bildet Halbebenen auf zusammenhéngende Mengen ab. Welche der beiden Még-
lichkeiten hier vorliegt, erkannt man etwa daran, dass der in H liegende Punkt
1 auf 0 und damit in die Kreisscheibe U;(0) abgebildet wird. Folglich ist f noch
nicht die gesuchte Md6bius-Transformation. Diese lésst sich aber leicht entweder
durch Vorschalten der Drehstreckung z — —z oder Nachschalten der Inversion
Z = % erzeugen. Beide Operationen liefern in Form der Abbildung

g(z) = 2XL 4.T-T
z—1
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eine Mobius-Transformation mit der Eigenschaft g(H) = C\ U1(0) . O

1.4.3 Die Exponentialfunktion

Die wohl wichtigste Funktion iiberhaupt ist die

k

z .
o exp:C—C.

o0
Exponentialfunktion expz := Z
k=0

Thren Eigenschaften ist der folgende Satz gewidmet.

1.4.7 Satz (Eigenschaften der Exponentialfunktion) : Die Funktion
exp : C — C ist stetig, und fiir alle z,w € C gilt:

(a) exp(z+w) = (expz)(expw), Additionstheorem

(b) expz #0,

(c) exp(-z) = (expz)~!,

(d) expz = eR¢? (cos(Im 2) + isin(Im z)),

(e) exp(%i) =i, exp(mi) = —1, exp(%) = —i, exp(2mi) =1,
(f) exp(z+w) =exp(z) <= Ik e€Z mit w=2kni,

(g) exp(z) =1 <= 3Tk e€Z mit z=2kmi.

Beweis: Als Grenzfunktion einer Potenzreihe ist die Exponentialfunktion tri-
vialerweise stetig.

(a) Die linke Seite ist — wie in der ANALYSIS gezeigt — gerade das Cauchy-
Produkt der beiden rechts stehenden Reihen.

(b) Nach (a) gilt (expz) (exp(—z)) = exp0 = 1. Da C — wie jeder Korper —
nullteilerfrei ist, folgt expz # 0.

(c) Wurde in (b) mitbewiesen.

(d) Wir schreiben z = z+iy, z,y € R, und benutzen die Reihendarstellungen der
reellen Exponentialfunktion sowie Sinus und Cosinus. Da offensichtlich expz =
e’ gilt, geniigt wegen (a) der Nachweis der Beziehung exp(iy) = cosy + isiny.
Dass Letzter gilt, sieht man wie folgt:

) i k 0o i 2k 00 i 2k+1
exp(iy) = Z(i? = Z((gyzi)!JrkZO((QZ)Jrl)!

k=0 k=0

0 2k & 2k+1

= Z(—l)k(gk), +Z.kzzo(_1)k(2%"'l)! = cosy+isiny.
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(e) Nach (d) gilt exp(%i) = eo(cosg +isin 3) = i. Der Rest folgt analog.

5 o

(f) exp(z + w) = expz (%) expw = 1 vz e’(cosy +isiny) = 1 <—

e*cosy =1und e’siny =0 <= Jk € Z mit y = 2kw und s =0.

(g) Folgt aus (f) mit w = —z. ]
Wir halten zwei unmittelbare Folgerungen aus Satz 1.4.7 fest: Nach Aussage

(d) hat die multiplikative Standarddarstellung komplexer Zahlen jetzt die Form

z = |z| exp(iargy z) fiir alle k € Zund z € C\ {0}. (1.18)
Nach Aussage (f) gilt
exp(z 4+ 27mi) = expz fiir alle z € C. (1.19)

Die Exponentialfunktion ist daher periodisch mit der Periode 27 und folglich
nicht injektiv. Der folgende Satz beschreibt eine Familie von besonders einfachen
Jnjektivitdtsbereichen* der Exponentialfunktion.

1.4.8 Satz (Injektivitidtsbereiche der Exponentialfunktion): Fiir
jedes k € Z ist die Einschrankung der Exponentialfunktion exp auf den
Streifen Sy, := {z € C: (2k — 1)mr < Im z < (2k + 1)m} eine Bijektion
von Si auf C\ {0}.

Beweis: Die Funktion exp|s, ist injektiv, denn aus z1,22 € Sk mit expz; =
exp zo folgt nach Satz 1.4.7 zundchst exp(z1 — z2) = 1 und weiter 21 — zo = 2kmi
fiir ein k € Z. Folglich gilt Iim (21 —22) = 2k7. Wegen z1, 22 € S, gilt andererseits
0 <Im z; —Im 29 < 27. Insgesamt folgt also k£ = 0 und damit z; = 2.

Um zu beliebigem w € C\ {0} und k € Z ein exp-Urbild in Sy zu finden,
schreiben wir w geméf (1.18) in der Form w = |w| exp(i arg;, w). Fiir die kom-
plexe Zahl

z = In|w| + iarg, w
gilt dann z € S, und unter Verwendung von Satz 1.4.7 und (1.18) gilt

|w]

exp(In |w| + 7 argy, w) = exp(In |w|) - exp(i argy, z) = ™! exp(iargy) = w.

Damit ist z das gesuchte exp-Urbild von w in Sy . |

1.4.4 Trigonometrische und hyperbolische Funktionen

Aufs Engste verwandt mit der Exponentialfunktion sind die

e}

Sinusfunktion sinz:= E (—D)F 22—
[
— (2k+1)!

52k+1 _
sin: C — C
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und dl(f

Die grundlegenden Eigenschaften der auch kurz Sinus bzw. Cosinus genannten
Funktionen beschreibt der folgende, aus der ANALYSIS bekannte, Satz.

1.4.9 Satz (Eigenschaften von Sinus und Cosinus): Die Funktionen
sin : C — C und cos : C — C sind stetig, der Sinus ist ungerade, der
Cosinus gerade, und fiir alle z,w € C gilt:

(a) cosz+isinz = exp(iz),

(b) sinz = %(exp(iz) —exp(—iz)), cosz= %(exp(iz) + exp(—iz)) ,
(c) sin®z+cos?z=1,

(d) sin(z+w) = (sinz) - (cosw) + (cos z) - (sinw) ,

(e) cos(z+w) = (cosz)-(cosw) — (sinz) - (sinw) .

Die Beziehungen (d) und (e) heifen Additionstheoreme des Sinus bzw.

Cosinus. Aus diesen ergibt sich insbesondere fiir w = 2w, dass beide Funk-
tionen die reelle Periode 2 besitzen.

Beachte folgenden Unterschied zu R: Die komplexen Funktionen sin und cos
sind nicht beschrinkt. Wegen Aussage (b) von Satz 1.4.9 gilt ndmlich

|siniy)| = 3leV —e¥| und |cos(iy)| = & le ™Y +¢¥| firalle y €R.

Mit den gleichen Formeln wie in der REELLEN ANALYSIS definiert man die
anderen trigonometrischen Funktionen tan z, cot z und die vier hyperbolischen
Funktionen. Zu beachten ist bei diesen Definitionen, ob die in den Nennern
auftretenden Funktionen {iber die bekannten, auf der reellen Achse liegenden,
Nullstellen noch weitere nicht-reelle Nullstellen besitzen (vgl. Ubungsaufgabe).

Aufgaben

1. Wie sehen die Bilder bzw. Urbilder von horizontalen und vertikalen Geraden in C unter
der Abbildung z — 2% aus?

2. Jemand versucht die Mathematik durch den Beweis zu erschiittern, dass alle komplexen
Zahlen reell sind. Er jargumentiert” wie folgt: Fiir jede komplexe Zahl z # 0 gilt

arg z

iarg z algz 27i _ ez
27 7|Z|(6 )27r 7lz|.127r 7lz|€]R

z=|z|-e =|z|-e

Retten Sie die Mathematik!
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3.

(a) Bestimmen Sie eine Mdbius-Transformation, die die Kreisscheibe Uz(2) auf die obere
Halbebene {z € C : Im z > 0} abbildet.

(b) Léasst sich die ,Mondsichel* Uz(2) \ U1 (1) mit Hilfe einer Mobius-Transformation auf
einen horizontalen Streifen der Form {z € C: o < Im z < 8}, a < 8, abbilden?

Beantworten Sie fiir die komplexe Sinus- und Cosinusfunktion folgende Fragen, jeweils
mit Begriindung:

(a) Gibt es nicht-reelle Nullstellen?

(b) Wird jedes w € C als Bild angenommen?

Bestimmen Sie ferner fiir jedes Element des Bildbereichs alle Urbilder.
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1.5 Mehrwertige Funktionen

Hinter der im strengen Wortsinn widerspriichlichen Uberschrift verbirgt sich die
Absicht, zur — bekanntlich nicht injektiven — komplexen Exponentialfunktion
eine Art Umkehrfunktion einzufithren und auf diese Weise — wie in der reellen
ANALYSIS — die Logarithmusfunktion und darauf aufbauend weitere Funktionen
wie etwa die Potenzfunktionen einzufiihren.

1.5.1 Der Logarithmus

Im Beweis der Surjektivitdt der Exponentialfunktion haben wir gesehen, dass
die fiir alle z # 0 definierte Zuordnung z — In |z| + i arg z ein Kandidat fiir die
Umkehrung der Exponentialfunktion ist. Da die in dieser Zuordnung auftretende
Argumentfunktion aber auf der negativen reellen Halbachse nicht stetig ist, die
zu definierende Logarithmusfunktion aber (mindestens) stetig sein soll, fassen
wir jetzt die so genannte geschlitzte Zahlenebene

C” :=C\{z€C:Rez<0,Im z=0} (1.20)
ins Auge und definieren dort die Funktion
Inz :=In|z|+iargz, In:C” —C, (1.21)

die wir Hauptzweig oder Hauptwert des Logarithmus nennen. Ferner be-
trachten wir fiir jedes k € Z die Funktion

Ingz := In|z| +iarg,z, In,:C” —C (1.22)

und nennen sie einen Zweig des Logarithmus, fiir & # 0 Nebenzweig. Offen-
sichtlich gilt Ing = In.
Da argz = 0 fiir reelle positive z ist, setzt die in (1.21) definierte Funktion
den aus der reellen ANALYSIS bekannten natiirlichen Logarithmus auf C~ fort?
Vor der Formulierung des néchsten Satzes erinnern wir an die Notation S} =
{weC:(2k—-1rm <Imw < (2k+ 1)} fir die im Satz 1.4.8 beschriebenen
Injektivitétsbereiche der Exponentialfunktion exp.

1.5.1 Satz (In als ,,Umkehrfunktion von exp) : Fiir jedes k € Z gilt

Ing(expz) = z fiir alle z € S; und

exp(lngw) = w fiir alle w € C™.

8 Trotz dieser Eigenschaft wird der komplexe Logarithmus in der Literatur meist mit log
bezeichnet.
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Beweis: Fiir alle z = x + iy € S gilt

Ing(expz) = In|e®(cosy+ isiny)|+ iarg,(e”(cosy + isiny))
= In(e") +iarg,(cosy +isiny) = z+iy = z.

Die Identitat exp(Ing w) = w wurde bereits im Beweis des Satzes 1.4.8 mitbe-
wiesen. m

Mit Hilfe des Satzes 1.5.1 lassen sich nun aus den Eigenschaften der Expo-
nentialfunktion Eigenschaften der Logarithmuszweige herleiten. So gilt z. B.

Ing1 = 2kmi fir alle k € Z. (1.23)

Beziiglich des Additionstheorems — und der Konsequenzen hieraus — ist aller-
dings Vorsicht geboten, denn es gilt z.B.

In(i —1)* = In(—2i) = In2+4iarg(—2i) = In2 — i, aber
2In(i —1) = 2(Inv2+iargi —1)) = 2(InvV2+37) = In2+ 3 .

Es gilt aber immerhin noch fiir jedes k € Z die Modulo-Identitét

Ingz-w = Ing 2z +1Inpw mod 2w |, falls z,w, zw € C, (1.24)

denn es gilt zunéichst
Ing z-w = In(|z||w|) + iarg, z - w = In |z| + In |w| + iarg,(z - w) ,

aber die Identitdt argy(z - w) = argy, z + arg;, w gilt — wegen (1.14) — nur bis auf
ganzzahlige Vielfache von 2.

1.5.2 Potenzfunktionen

Wie in der reellen ANALYSIS lassen sich mit Hilfe der Exponentialfunktion und
der Logarithmusfunktion die Potenzfunktionen definieren. Natiirlich haben wir
es jetzt bei Potenzausdriicken, bei denen die Basis und der Exponent komplex
sein diirfen, nicht mehr mit einen einzigen Ausdruck zu tun, sondern mit meh-

reren Zweigen.
Den Ausdruck

a® = exp(blna) | fir acC, beC (1.25)

nennt man Hauptwert oder Hauptzweig der Potenz a’. Als Zweige oder
Werte von a® bezeichnet man die Ausdriicke exp(blng a), k € Z, ohne diesen ei-
gene Symbole zuzuordnen. Im Fall £ # 0 spricht man wieder von Nebenwerten
oder -zweigen.
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Wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt ist, meinen wir fortan bei Po-
tenzen stets den Hauptwert.

1.5.2 Satz (Anzahl der Werte von a®): Fiir jedes a € C~ und b € C
hat die Menge {exp(blnga) € C: k € Z} der Werte von a

(a) genau n € N Elemente, falls b € Q mit gekiirzter Darstellung b =
(b) abzéhlbar unendlich viele Elemente, fallsb € C\ Q.

m
n

Beweis: Ubungsaufgabe |

1.5.3 Beispiele: Die Potenz (1 4 i)™ hat die Werte

exp (mlng(1+4)) = exp (r(Inv2+i% + 2kmi)) = (V2)Texp (m(g%l)).

Keiner dieser Werte ist reell, denn 8’1—“ ist fiir kein k € Z ganzzahlig.

Bemerkenswerterweise gibt es aber durchaus nichttriviale komplexe Potenzen
mit reellem Hauptwert, so z.B. ¢*. Es gilt ndmlich

i’ = exp(ilni) = exp(i-iargi) = exp (—g) = ¢ 2 eR,
was schon Loenhard Euler 1746 mit Erstaunen festgestellt hat. O

Nachdem nun Potenzen mit komplexen Exponenten eingefiithrt sind, stellt
sich die Frage, inwieweit die mit der Euler’schen Zahl e gebildete Funktion e?
fiir komplexes z mit der Exponentialfunktion exp z iibereinstimmt. Erfreulicher-
weise gilt wegen e* = exp(zlne) = exp z die Beziehung

e = expz | fiiralle z € C. (1.26)

Damit ist nun endlich auch die zuvor als Abkiirzung verwendete Beziehung

T

e = cosx+isinz | fir alle x € R (1.27)

prézise eingefiihrt.
Schlieklich heben wir noch die jetzt legitimierte, aus Satz 1.4.7 (e) ersichtliche,
Formel

e4+1=0

hervor, die die fiinf wichtigsten Zahlen der ANALYSIS in einen Zusammenhang
bringt, und die bei einer von der Zeitschrift The Mathematical Intelligencer im
Jahre 1988 weltweit durchgefiihrten Befragung zum schénsten mathematischen
Satz aller Zeiten gewdhlt wurde.
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Da jetzt die komplexe Potenz a’ erklért ist, stehen uns fiir jedes a € C~ die
(allgemeine) Exponentialfunktion o = exp(zIlna) fiiralle z € C,

und fiir jedes b € C die

b

Potenzfunktion 2’ = exp(blnz) fiir alle z € C™

zur Verfiigung. Dabei handelt es sich jeweils um den Hauptzweig dieser Funk-

tionen; die Nebenzweige erhilt man, indem man In durch Ing, & € N\ {0}

ersetzt. Von besonderem Interesse sind die Potenzfunktionen mit b= 1, n € N,

die so genannten "
Wurzelfunktionen /2 := on = exp (%lnz) fiir alle z € C™
die nach Satz 1.5.2 genau n Zweige hat, die wegen
exp(% Ing z) = exp (%(ln |z| +iargy 2)) = V2| exp(% argy, z)

natiirlich mit den im Satz 1.1.4 beschriebenen n-ten Wurzeln tibereinstimmen.

1.5.3 Riemann’sche Flachen

Dieser Abschnitt enthilt im Wesentlichen nur die bildhaften Darstellungen der
Riemann’schen Flichen der Argumentfunktion, des Logarithmus und der Wur-
zelfunktionen.

Aufgaben

1. Prézisieren Sie die vom Reellen her bekannten Potenzrechenregeln
abac _ ab+c7 acbc _ ((lb)c, (ab)c — abc

fiir komplexe a, b, c.






2 Komplexe Differenzial-
rechnung

In diesem Kapitel werden zunichst die Begriffe der Ableitung und der Holomor-
phie einer komplexen Funktion eingefiithrt. Dann beginnen wir mit der Analyse
der im Zentrum der FUNKTIONENTHEORIE stehenden holomorphen Funktionen.

2.1 Der Begriff der Holomorphie

Wir fithren zunéchst den Begriff der Ableitung einer komplexen Funktion ein,
der exakt wie in der eindimensionalen reellen ANALYSIS — inklusive der dortigen
Doppelbedeutung — erklért ist.

2.1.1 Definition: Fine Funktion f: A C C — C heift in einem inneren
Punkt zy von A (komplex) differenzierbar, wenn der Grenzwert

Flz0) = lim L) =F0)

2—20 zZ— 29

(2.1)

existiert. Die komplexe Zahl f’(zy) bezeichnet man als Ableitung von f
im Punkt zy. Existiert dieser Grenzwert fiir jedes zg € A, so nennt man
die Funktion f': A — C Ableitung von f.

Wie im Reellen impliziert die Differenzierbarkeit von f im Punkt zp die Ste-
tigkeit in zp, denn der Grenzwert (2.1) kann wegen des gegen 0 strebenden
Nenners nur dann existieren, wenn auch der Zahler gegen 0 konvergiert.

2.1.2 Beispiele: Die Funktion f(2) := 22 ist in jedem Punkt 29 € C differen-
zierbar, denn es gilt

22 — 22
lim Y = lim 2429 = 22.
Z—/20 Z — 2 Z—20

Dagegen ist die Funktion ¢(2) := |2|? nur im Nullpunkt differenzierbar, obwohl
die reelle Funktion x + |z|? auf ganz R differenzierbar ist. Fiir alle h € C\ {0}
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gilt ndmlich

lzo+h> = |20> (200+h)(Z+h)—2020 _  h -
= = — h
- - 5+ 200 +h,
und das bedeutet, dass der Grenzwert limy,_,q M nur fiir zg = 0 exis-

tiert. Der Ausdruck % besitzt ndmlich fiir h — 0 keinen Grenzwert, was man

z.B. daran erkennt, dass der Grenzwert limy,_.q % fiir reelle bzw. rein imaginére
h unterschiedlich ist, ndmlich gleich 1 bzw. —1. O

Um mit der Ableitung einer komplexen Funktion arbeiten zu koénnen, ist
die Definition in Form des Grenzwerts (2.1) wenig geeignet. Wir geben daher
alternative Charakterisierungen der Differenzierbarkeit, die insbesondere im Zu-
sammenhang mit theoretischen Untersuchungen von Vorteil sind.

2.1.3 Satz (Charakterisierung komplex differenzierbarer Funk-
tionen) : Gegeben sei eine Funktion f : A C C — C und ein innerer
Punkt zy von A. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent :

(a) f ist im Punkt zo komplex differenzierbar.

(b) Esgilt f(z) = f(z0)+a(z—z0)+7(2) fiir alle z € A mit einem a € C

und einer Funktion r : A — C mit lim,_, Z’"EZZ)O —0.

(c) Esgilt f(z) = f(z0)+b(z—20)+q(z)(z—z0) fiir alle z € A mit einem
b € C und einer bei zy stetigen Funktion q : A — C mit q(zp) = 0.

Ist eine dieser Bedingungen erfiillt, so gilt a = b= f'(2).

Beweis: Analog zur reellen ANALYSIS. |

Die Betrachtung einer komplexen Funktion als reelle Abbildung des R? bietet
eine zweite Moglichkeit, Differenzierbarkeit zu definieren.

2.1.4 Definition: Fine Funktion f: A C C — C heifit in einem inneren
Punkt z¢ + iyo von A reell differenzierbar, wenn die reelle Darstellung
(u,v) : A CR? — R? von f im Punkt (xg,yo) differenzierbar ist.

Wir erinnern daran, dass die Differenzierbarkeit der Funktion (u,v) : A — R?
im Punkt (zg,yo) damit gleichwertig ist, dass es eine reelle 2 x 2-Matrix M und

. . . . R x, .
eine Funktion R = (Ry, R2) : A — R? mit (ij)lﬁlr(r:l%yo) m =0 gibt,
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so dass fiir alle (x,y) € A die Identitét

u($7y)> <U(3007y0)> (90—«760) <Rl(9€,y)> ‘

= +M + 2.2
(U(l”yy) v(z0,Y0) Y — Yo Ray(z,y) 22)
gilt. Ist dies der Fall, so ist M die Ableitung — d.h. die Jacobi-Matrix — der
Funktion (u,v) an der Stelle (zg, yo).

Die fundamental wichtige Beziehung zwischen der komplexen und der reellen
Differenzierbarkeit einer komplexen Funktion beschreibt der folgende Satz.

2.1.5 Satz (Beziehung zwischen komplexer und reeller Differen-
zierbarkeit) : Gegeben seien eine Funktion f : A C C — C, die zuge-
horige reelle Darstellung (u,v) : A C R? — R? und ein innerer Punkt
zo = xo + iyo von A. Dann gilt:

f ist im Punkt zo genau dann komplex differenzierbar, wenn f in zqy reell
differenzierbar ist und die Beziehungen

ewow) = §low) . Slao.w) = o) (23)

gelten. Ist dies der Fall, d.h., ist f bei zg komplex differenzierbar, so besitzt

die Ableitung f'(z¢) die Darstellungen

o) = GitCanuo) +1 G2 (ro,w0) = G p0) —i Gl(ro,w) - (24)

Beweis: Der Beweis besteht lediglich aus der wechselseitigen Umformung der
beiden Charakterisierungen Satz 2.1.3 (b) und (2.2).

(i) f sei im Punkt zp komplex differenzierbar. Aus der nach Satz 2.1.3 (b)
vorliegenden, fiir alle z € A giiltigen, Identitét

f(2) = f(20) + a(z = 20) +7(2) (2.5)

folgt dann, wenn wir a und r(z) gemif a = a1 +iay und r(z +iy) = r1(z,y) +
irg(z,y) in Real- und Imaginérteil aufspalten, und die Identitdt a(z — z9) =
(a1+iaz)(z—z0+i(y—yo)) = ar(z—z0) —az(y —yo) +i[az(z — o) +a1(y —yo)]
beachten, die fiir alle (z,y) € A giiltige Identitét

(i) = (s () (5o () - oo

Da wegen lim,_,, :EZZ)O = 0 das Restglied (;;Eigg) auch noch nach Division

durch |[(z,y) — (xo,y0)| fiir (z,y) — (x0,y0) gegen 0 konvergiert, ist damit
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gezeigt, dass (u,v) im Punkt (zo,yo) differenzierbar ist und dort die Jacobi-
Matrix (%! ~“2) besitzt. Dies impliziert dann auch die Beziehungen (2.3).

as ai

(ii) Jetzt sei f in zp reell differenzierbar, und es gelten die Beziehungen (2.3).
Die Identitat (2.2) hat dann die Form (2.6) mit a; = %(zo,yo) und ap =
%(3307 yo). Durch (die offensichtlich zuldssige) Umkehrung der Schlussweise von
(2.5) auf (2.6) erhalten wir dann die Identitdt (2.5) mit der Restgliedaussage

r(z) _
Z2—20

lim, ., 0. Damit ist gezeigt, dass f im Punkt 2y komplex differenzierbar
ist und die Ableitung f'(z0) = g—;(xo, Yo) + @ %(mo, yo) besitzt, die sich wegen

(2.3) auch in der Form f’(29) = %Z(xo, Yo) — 1 %Z(xo, yo) darstellen 1dsst.

(iii) Dass beim Erfiilltsein einer der beiden dquivalenten Bedingungen die Be-
ziehungen (2.4) gelten, wurde im vorherigen Beweisschritt mitbewiesen. [

Funktionen, die nur in einzelnen Punkten differenzierbar sind — wie etwa
g(2) = |2|? im Nullpunkt —, spielen in der Theorie komplexer Funktionen keine
Rolle. Dieser Tatsache triagt die folgende Definition Rechnung, in der der fiir die
FUNKTIONENTHEORIE geeignete Differenzierbarkeitsbegriff eingefithrt wird.

2.1.6 Definition: Eine Funktion f : A C C — C heift in einem Punkt
zo von A holomorph, wenn sie in jedem Punkt einer offenen, ganz in
A gelegenen, Umgebung von zy komplex differenzierbar ist. Die Funktion
heilt holomorph in einer Teilmenge von A, wenn sie in jedem Punkt
dieser Menge holomorph ist.

Holomorphie ist gem&f dieser Definition nur fiir innere Punkte einer Menge
bzw. nur auf offenen Teilmengen von C erkldrt. Oder anders: die Menge aller
Punkte, in denen eine Funktion holomorph ist, ist stets offen in C.

Auf der anderen Seite bedeutet dies, dass komplexe Differenzierbarkeit auf
offenen Mengen das Gleiche ist wie Holomorphie. Diese Tatsache impliziert das
folgende Analogon des Satzes 2.1.5 fiir holomorphe Funktionen.

2.1.7 Satz (Cauchy-Riemann’sche Differenzialgleichungen): Eine
auf einer offenen Menge A C C erklirte Funktion f : A — C ist genau
dann holomorph, wenn sie reell differenzierbar ist und die so genannten
Cauchy-Riemann’schen Differenzialgleichungen

ou _ v v _ _Ou
ax(w,y) = ay(ﬂr,y), ax(w,y) ay(ﬂc,y) (2.7)

fiir alle (z,y) € A erfiillt sind.
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Die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen sind ein System partiel-
ler Differenzialgleichungen, deren Losungen eine Reihe von Eigenschaften besit-
zen, denen die reellen Darstellungen holomorpher Funktionen geniigen miissen.
Dies erlaubt, bestimmte Ergebnisse der reellen ANALYSIS einzusetzen, um Er-
kenntnisse iiber komplexe Funktionen zu gewinnen. So ldsst sich z.B. aus der
bekannten Tatsache, dass eine auf einer zusammenhingenden Menge D C R?
differenzierbare Funktion w : D — R mit verschwindendem Gradienten konstant
ist, auf Folgendes schliefsen:

2.1.8 Folgerung: Eine holomorphe Funktion f : A C C — C mit iden-
tisch verschwindender Ableitung ist auf jeder zusammenhédngenden Teil-
menge von A konstant.

Begriindung: Wegen f'(z) = uz(z,y) + ivg(x,y) = vy(x,y) — ive(z,y) =0
verschwinden die Gradienten von u und v identisch auf A. Folglich sind « und
v auf jeder Zusammenhangskomponente von A konstant. |

Wihrend das vorherige Ergebnis den von der reellen ANALYSIS geprégten
Erwartungen entspricht, trifft dies auf die nichste Folgerung nicht mehr zu.

2.1.9 Folgerung: Eine holomorphe Funktion f : A C C — C mit kon-
stantem Betrag ist auf jeder zusammenhingenden Teilmenge von A kon-
Stant.

Begriindung: Teil einer Ubungsaufgabe

Bevor wir diesen Abschnitt beschlieken, heben wir nochmals die fiir die FUNK-
TIONENTHEORIE fundamentale Bedeutung der Cauchy-Riemann’schen Differen-
zialgleichungen hervor. Wahrend bei einer stetigen komplexen Funktion keinerlei
Beziehung zwischen Real- und Imaginérteil besteht, liegt bei einer holomorphen
Funktion eine starke Kopplung vor, die in den Cauchy-Riemann’schen Differen-
zialgleichungen ihren Ausdruck findet.

Dies geht sogar so weit, dass eine holomorphe Funktion allein durch ihren Re-
alteil oder ihren Imaginérteil bis auf eine additive Konstante eindeutig festgelegt
ist. Genauer, ist u(x, y) bekannt, so ist wegen grad v(z,y) = (—uy(z,y), uz(z,y)
die Funktion v(z,y) eine Stammfunktion von (—uy(x,y), uz(x,y), und da — wie
wir spéter sehen werden — die partiellen Ableitungen von u(z,y) stetig sind,
kann man v(z,y) wie in der ANALYSIS beschrieben berechnen. Gleiches gilt fiir
die Berechnung des Realteils u(x,y) bei gegebenem Imaginérteil v(z,y).
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Diese Ausfithrungen besagen insbesondere, dass eine holomorphe Funktion,
die nur reelle oder nur rein imagindre Werte annimmt, konstant ist. In diesen
Fallen ist ndmlich der Imaginér- bzw. Realteil identisch 0, und folglich der Real-
bzw. Imaginérteil konstant. Damit haben wir auf einen Schlag erkannt, dass
keine der zuvor betrachteten Funktionen

z—Rez, z—Imz, zeargz, ze |z, 20 |2

auch nur an einer einzigen Stelle von C holomorph ist.

2.1.10 Beispiele: Veranschaulichung der Funktionen z + |z|? und z +— 22

jeweils anhand der Graphen von Real- und Imaginérteil.

Im ersten Fall sind der Realteil u(z,y) = 22 + %? und der Imaginirteil
v(z,y) = 0 iiberall differenzierbar (sogar analytisch), die komplexe Funkti-
on f(z) = |z|? ist aber nur bei 0 komplex differenzierbar und nirgends holo-

morph. Die Glattheit der Graphen von Real- und Imaginérteil allein besagen
also nichts iiber die Holomorphie der komplexen Funktion. Vielmehr muss der
von den Cauchy-Riemann’schen Differenzialgleichungen beschriebene Zusam-
menhang bestehen, der geometrisch als Beziehung zwischen den Tangentialebe-
nen an die Graphen von u(x,y) und v(z,y) zum Ausdruck kommt. O

Die Einschrankungen, die die Cauchy-Riemann’schen Differenzialgleichungen
den reellen Darstellungen (u,v) : A € R? — R? holomorpher Funktion auferle-
gen, fithren in der Klasse der C2-Funktionen! zu den Bedingungen

0%u 0%u 0% v

— (r,y)+ —=(z,y) =0 und — (z,y)+—(z,y) =0
e CRIR o LC) S+ )
fiir alle (z,y) € A. Um dies zu begriinden, muss man lediglich die Cauchy-
Riemann’schen Differenzialgleichungen partiell nach = und y differenzieren und
den Satz von Schwarz {iber die Vertauschung der Differenziationsreihenfolge
anwenden. Die Funktionen u(z,y) und v(x,y) geniigen also der so genannten
Laplace-Gleichung oder Potenzialgleichung.
0*w 0w
Aw(x,y) = — (z,y)+ — (z,y) = 0
() = 8 )+ G 8 )

fiir eine zu bestimmende Funktion w(z,y). Der hierbei auftretende Differenzial-
operator A := 86722 + 88—;2 heifst Laplace-Operators, und alle Lésungen der

Laplace-Gleichung nennt man harmonisch.

! Wie sich zeigen wird, bedeutet die C?-Eigenschaft keine zusitzliche Voraussetzung, denn
Real- und Imaginérteile holomorpher Funktion werden sich sogar als reell-analytisch erweisen.
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Abschlieftend erwihnen wir noch zwei Begriffsbildungen, die mit der Holomor-
phie aufs Engste verkniipft sind und uns daher spiter wieder begegnen werden.
Eine holomorphe Funktion f : A C C — C heifst biholomorph, wenn sie injek-
tiv ist, und ihre Umkehrfunktion f~!: f(A) — A holomorph ist. Eine Funktion
f:C — C, die auf ganz C holomorph ist, heift ganze Funktion.

Aufgaben
1. Zeigen Sie, dass die Funktion
25 .
f(z) = [=[* fir 2 #0, f:C—C
0 firz=0,

bei 0 die Cauchy-Riemann’schen Differenzialgleichungen erfiillt, dort aber dennoch nicht
komplex differenzierbar ist. Wie vertrégt sich dies mit dem Satz 2.1.5 der Vorlesung?

2. Es sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Zeigen Sie, dass jede der folgenden,
auf G vorausgesetzten, Beziehungen impliziert, dass f konstant ist.
(a) Re f(z) = konstant,
(b) |f(2)| = konstant,
(¢) f(2) #0 und arg f(z) = konstant,

(d) f(z) ist holomoph.

3. Bestimmen Sie alle a,b € R mit der Eigenschaft, dass die Funktion > + 2axy + by? der
Realteil einer ganzen Funktion ist. Wie sehen die zugehdrigen Imaginérteile aus?

4. Zeigen Sie, dass die Cauchy-Riemann’schen Differenzialgleichungen in Polarkoordinaten

die Form
Wirg) =1V g) , Wirp) = —
or "’ rop T or

haben. Wie lautet die zugehorige Laplace-Gleichung?

ou

1
;%(T,SO)



30 2 Komplexe Differenzialrechnung

2.2 Eigenschaften holomorpher Funktionen

Dass man mit holomorphen Funktionen — wie im Reellen mit differenzierbaren
Funktionen — rechnen und sie zu Funktionenmengen mit interessanten struktu-
rellen Eigenschaften zusammenfassen kann, besagen die folgenden Sétze.

2.2.1 Satz (Rechenregeln): Gegeben seien zwei holomorphe Funktio-
nen f,g: A CC — C. Dann gilt:

(a) Fiir beliebige a,b € C ist af +bg : A — C holomorph, und es gilt

(af +b9)'(2) = af'(z) +bg'(z) fiiralle z € A,

(b) Die Funktion fg: A — C ist holomorph, und es gilt
(f9)'(2) = f'(2) g(2) + f(2) ¢'(2) fiir alle z € A,

(c) Ist g(z) # 0 auf A, so ist g : A — C holomorph, und es gilt

oy f'(2)a(z) = f(2)d'(2)
<§> (2) = 9(2)? .

Beweis: Wegen Satz 2.1.3 verlduft der Beweis wie im Reellen. |

2.2.2 Beispiele: Alle rationalen Funktionen, insbesondere alle Polynome, sind
holomorph, und die Ableitungen ergeben sich nach den gleichen Regeln wie in
der reellen ANALYSIS. Insbesondere ist die Ableitung jeder konstanten Funktion
identisch 0, und es gilt die Beziehung

d n B n -
dz(éakz}c) = ;k‘akzk !

fiir die Ableitung eines Polynoms mit ag,...,a, € C und n € N. O

2.2.3 Satz (Kettenregel): Gegeben seien zwei holomorphe Funktionen
f:ACC—-Cundg: B CC — C mit f(A) C B. Dann ist auch die
Funktion go f : A — C holomorph, und es gilt

(go f)(2) = g'(f(z)) f'(z) fiiralle z € A.

Beweis: Wegen Satz 2.1.3 verlduft der Beweis wie im Reellen. |
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Im Anschluss an die Regeln fiir das Rechnen mit holomorphen Funktionen
mag man — mit Blick auf die reelle ANALYSIS — erwarten, zu folgenden The-
men etwas zu erfahren: Mittelwertsatz, Regel von de ’Hospital, Umkehrsatz,
Satz iiber implizite Funktionen, héhere Ableitungen, Extremwertbestimmung,
Stammfunktionen.

Zu Mittelwertsatz und Regel von de I'Hospital siche Ubungsaufgabe.

Der Umkehrsatz 1dsst sich leicht mit Hilfe des Satzes iiber die Cauchy-
Riemann’sche Differenzialgleichungen von der reellen ANALYSIS iiberneh-
men, allerdings unter der Voraussetzung, dass die reelle Darstellung der
betrachteten komplexen Funktion nicht nur differenzierbar, sondern stetig
differenzierbar ist. Da sich diese — im Moment zusétzliche — Voraussetzung
spéter als automatisch erfiillt herausstellen wird, verschieben wir den Um-
kehrsatz auf einen spéteren Zeitpunkt.

Die Problematik des Satzes iiber implizite Funktionen stellt sich in der
(eindimensionalen) FUNKTIONENTHEORIE nicht, da mindestens zwei un-
abhingige Veranderliche ben6tigt werden.

Hohere Ableitungen holomorpher Funktionen bilden ein besonders inter-
essantes und fiir die FUNKTIONENTHEORIE spezifisches Thema, denn es
wird sich herausstellen, dass die Ableitung jeder holomorphen Funktion
wieder holomorph ist, damit natiirlich auch die Ableitung der Ableitung
usw. Da die Herleitung dieses zentralen Ergebnisses aber mehr verlangt,
als uns im Moment zur Verfligung steht, wird diese Thematik systematisch
erst spéter behandelt.

Extremwertprobleme sind kein Thema der FUNKTIONENTHEORIE, da der

Bildbereich C — im Gegensatz zu R — keine Ordnungsstruktur und daher
kein ,gréfer oder ,kleiner besitzt.

Stammfunktionen lassen sich zwar auch fiir holomorphe Funktionen leicht

definieren, aber ihre systematische Behandlung erfordert einige Kenntnisse
iiber die Integration komplexer Funktionen und wird daher erst spéter
behandelt.

Aufgaben

1. Kléren Sie mittels Beweis oder Gegenbeispiel, ob die folgenden Aussagen wahr sind:

(a) Mittelwertsatz: Ist f : C — C holomorph, so gibt es zu je zwei Punkten a,b € C einen
Punkt ¢ auf der Verbindungsstrecke von a nach b mit f(a) — f(b) = f'(¢) (a — b).

(b) de 'Hospital: Sind f,g : C — C holomorph und gilt f(0) = g(0) = 0 und ¢'(0) # 0,
so folgt

f(z) _ f(0)

I = g0)
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2.3 Potenzreihen

Potenzreihen spielen in der FUNKTIONENTHEORIE eine noch grofere Rolle als in
der reellen ANALYSIS. Thnen wollen wir uns jetzt widmen und gleich das funda-
mentale Ergebnis beweisen, das — grob gesprochen — besagt, dass man Potenz-
reihen gliedweise differenzieren kann und so die Ableitung der Grenzfunktion
einer Potenzreihe erhilt.

2.3.1 Satz (Holomorphie von Potenzreihen): Ist Y o, ck(z — 20)F
eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p, so besitzt auch die Potenzreihe
S22 ker(z — 20)*7! den Konvergenzradius p, und es gilt

flz) = ch(z—zo)k = fl(z) = Zk‘ck(z—zo)k_l.
k=1

k=0

Das soll heifen, dass die Grenzfunktion f : U,(20) — C der Ausgangsreihe
holomorph ist, und dass ihre Ableitung f": U,(z0) — C die Grenzfunktion
der gliedweise differenzierten Reihe ist.

Beweis: Die Aussage iiber den Konvergenzradius der gliedweise differenzierten
Reihe ergibt sich sofort aus der — wegen limy_.o vk = 1 — giiltigen Beziehung

limsup /|kcx| = limsup vk {/]cx| = limsup &/]cx| .
k—o0 k—oo k—oo

Um die restlichen Aussagen des Satzes zu beweisen, wiahlen wir einen beliebigen

Punkt a € U,(29) und zeigen, dass f(z) bei a komplex differenzierbar ist und

die Ableitung f'(a) = Y22, kcx (a — 20)* ! besitzt. Zu diesem Zwecke schliefen

wir — unter Verwendung der aus der ANALYSIS bekannten Identitit o — g% =

(. — ) ZZ;:‘) B fiir o, B € C — auf die fiir alle z € A giiltige Beziehung

F(2) = fla) = Y el(z=20)" = (a—20)")] = (z—a) Y enru(z)
k=1 k=1

mit 7, (z) := Zi;(l)(z—zo)” (a—z0)F~*~1. Setzen wir dann r(2) := Y52 | cpri(2),
so folgt
f(z) = fla)+(z—a)r(z) firalle z€ A,

und so bleibt nach Satz 2.1.3 (c) — und wegen r(a) = Y oo crk(a — 20)* 1 —
nur noch zu zeigen, dass r(z) bei a stetig ist. Dass dies der Fall ist, sieht man
— mit Hilfe des Weierstrak-Kriteriums (ANALYSIS I, Satz 2.8.2) — wie folgt: fiir
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alle z aus einer Kreisscheibe U, (zp) mit |a| < o < p gilt
k—1
leeri(2)] < lerl D1z = 20l la — 20" " < Jewl ko — 20"
k=0

Da - wie eingangs gezeigt — die Potenzreihe > 5o kcg (2 — 20)* den Konver-
genzradius p besitzt, und da dies dann natiirlich auch fiir 72 | k|ck| (2 — 20)*
gilt, ist die Zahlenreihe >3, klck||o — 20/* ! wegen 0 < o < p konvergent.
Nach dem Weierstraf-Kriterium ist dann die Funktionenreihe > ;2 | cxr(2) auf
Us(20) gleichmifig konvergent, und daher ist ihre Grenzfunktion r(2) in Uy (20)
— und daher insbesondere im Punkt a — stetig. |

2.3.2 Beispiele: Fiir die als Grenzfunktionen von Potenzreihen auf ganz C
definierten Funktionen exp z, sin z und cos z gelten die vom Reellen bekannten
Beziehungen auch fiir alle z € C:

—dexpz:expz , —dsinz:cosz , —dcosz: — sinz
dz dz dz
Die exemplarisch fiir den Sinus angegebene Begriindung mit Hilfe von Satz
2k
2.3.1 lautet A sinz = Zﬁo(—l)k% = Zzio(—l)ké:;! = cos z. Beim

Logarithmus gilt die fiir alle Zweige einheitliche Beziehung

—dlnkz:l firalle ze C  und k€ Z.
dz z

Zur Begriindung bemiihen wir den Satz 1.5.1 und die einschligigen Regeln fiir
das Rechnen mit Grenzwerten. Damit gilt, wenn wir z = exp w und zg = exp wg
setzen,

. Ingz—1Ing 2o . Ing(expw) — Ing(exp wp)
lim ——— = lim =
z—z0 2 — 2 w—wo exp w — exp wo
. w— w 1 1 1
= lim 0 = = = — .
w—wy €XP W — eXP W lim  SXPw—expwo expwy 20

w—wg w—wo

SchlieRlich erhalten wir fiir den Hauptzweig der allgemeinen Exponentialfunk-
tion fiir jedes a € C~ die Beziehung

z

—da = a°lna | fiiralle z€C
dz

und fiir den Hauptzweig der Potenzfunktion fiir jedes b € C

d 20 = b1 | fiiralle 2 € C.
dz

Die Nebenzweige von a* und z° haben die gleiche Ableitung wie der jeweilige
Hauptzweig. ¢
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Der Satz 2.3.1 impliziert, dass die Ableitung f’(z) der Grenzfunktion einer
Potenzreihe ebenfalls holomorph ist und somit die Ableitung von f/(z) gebildet
werden kann. Mehr noch, bei gleich bleibendem Definitionsbereich lassen sich
Ableitungen beliebig hoher Ordnung bilden, die wir wie im Reellen mit f”(z)
und allgemein rekursiv mit f(0(z) = f(2) und f*(2) := f/(f V) () fiir alle
n € N bezeichnen. Beziiglich der expliziten Darstellung der héheren Ableitungen
von Potenzreihen gilt der folgende Satz.

2.3.3 Korollar (zu Satz 2.3.1): Ist f(z) die Grenzfunktion einer Po-
tenzreihe > 7o cx(z — 20)* mit Konvergenzradius p, so besitzt f(z) Ablei-
tungen beliebig hoher Ordnung, und fiir jedes n € N gilt

o0

FM(z) = Z (sz'n)' cr(z—20)F™  fiir alle 2 € Uy(2) .
k=n ’

Ferner gilt

(k)
L = fT('ZO) fiir alle k € Ny .

Beweis: Der Induktionsanfang n = 1 ist mit dem Satz 2.3.1 erledigt, und der
Induktionsschritt lautet

f(n+1)(z) = CTZ f(”)(z) — Z (k — /:L!_ 1)' ek (z . Zo)kfnfl )
k=n+1 ’

Setzt man in der bewiesenen Formel z = zg, so folgt f(”)(z()) = nle, fiir jedes
n € N, [ |

Aufgaben

1. Bestimmen Sie fiir jeden Punkt zo € C™ und jedes k € Z eine Potenzreihe mit Entwick-
lungsmittelpunkt zg, deren Grenzfunktion auf der zugehorigen Konvergenzkreisscheibe
mit dem Logarithmuszweig Iny z iibereinstimmt. Berechnen Sie ferner fiir jede dieser
Potenzreihen den Konvergenzradius.
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2.4 Winkel- und Orientierungstreue

Um geometrische Eigenschaften holomorpher Funktionen — mit Hilfe der zuge-
horigen reellen Darstellungen — untersuchen zu koénnen, erinnern wir zunéchst
an einige Sachverhalte aus der LINEAREN ALGEBRA. Aus der fiir alle z,y € R?
giiltigen Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung

[z, )] < lzlly| (2.8)

folgt der so genannte Cosinussatz

24+ yl> = o>+ y* + 2 (x,y) fiir alle 2,y € R?, (2.9)

un -1 < |<;C|7|?ZJ/> <1 fiir alle 2,y € R*\ {0}. (2.10)
Daher gibt es ein eindeutig bestimmtes ¢ € [0, 7] mit

cos ¢ ‘<;C|’|’Z>| fir 2,y € R\ {0}, (2.11)

den so genannten Winkel zwischen z und y. Fiir die in der Abbildung gezeigte
Konstellation erscheint dann der Cosinussatz in der Form
2+ y1* = [ + |y|> = 2 |z|[y| cosy . (2.12)
Eine reelle 2 x 2-Matrix M — bzw. die von ihr induzierte lineare Abbildung des
R? — heifit winkeltreu, wenn
(Mz, My) _ (z,y) . 2
= fir alle z,y € R“\ {0} (2.13)
| M| [My| || ]yl

gilt, und sie heifst orientierungstreu, wenn det M > 0 gilt.

Zur bequemen Formulierung der folgenden Definition bezeichnen wir fiir eine
komplexe Funktion f: A C C — C und einen Punkt zg = zg + iyg € A mit

Jt(20) = (“w(xoayo) Uy(iﬁo,yo))

vz(70,%0)  vy(Z0,Y0)

die Jacobi-Matrix der zugehorigen reellen Darstellung (u,v) : A C R? — R? an
der Stelle (zo,yo).

2.4.1 Definition: Eine Funktion f : A C C — C heift in einem Punkt
29 € A winkeltreu, wenn die Jacobi-Matrix J¢(zy) winkeltreu ist, und sie
heit im Punkt 2z, orientierungstreu, wenn det Jy(zy) positiv ist. Die
Funktion heiflt winkeltreu bzw. orientierungstreu in einer Teilmenge
von A, wenn sie in jedem Punkt dieser Teilmenge winkel- bzw. orientie-
rungstreu ist.
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2.4.2 Satz (Winkel- und Orientierungstreue holomorpher Funk-
tionen) : Eine holomorphe Funktion f : A C C — C ist in jedem Punkt
20 € A, in dem f'(20) # 0 gilt, winkel- und orientierungstreu.

Beweis: Die zur Diskussion stehende Jacobi-Matrix ist wegen der Cauchy-
Riemann’schen Differenzialgleichungen eine Drehmatrix, und Drehmatrizen sind
winkel- und orientierungstreu, wie man aus der LINEAREN ALGEBRA weifs bzw.
durch Rechnung verifiziert. |

Im Hinblick auf die geometrische Interpretation der Winkel- und Orientie-
rungstreue iibertragen wir einige Begriffe der reellen ANALYSIS ins Komplexe.
Eine Kurve v : [a,b] — C nennen wir glatt oder C'-Kurve, wenn ihr Real-
und Imaginérteil stetig differenzierbar sind. Hat ~(¢) die Form £(t) + in(t), so
bezeichnet man die Ableitung von () mit?

A(t) = E(t) +in(t).

Ist in einem Kurvenpunkt v(p) die Ableitung 4(p) # 0, so besitzt die Kurve in
diesem Punkt eine Tangente, deren Richtung durch die komplexe Zahl §(p)
bzw. den Richtungsvektor (£(t),7(t)) gegeben ist (siehe Abbildung).

Ist nun f: A C C — C eine holomorphe Funktion, deren Definitionsbereich

das Bild ~([a, b]) der Kurve « enthélt, so ist auch
fov:la,b —C

eine Kurve, die so genannte Bildkurve von « beziiglich f. Wie v ist auch fo~y
differenzierbar, und es gilt

L r(v) = 1/ (1) 30 (2.14)

Gilt fiir einen Kurvenpunkt y(p) sowohl 4(p) # 0 als auch f'(y(p)) # 0, so
beschreibt die komplexe Zahl f'(v(p))7(p) die Richtung der Tangente an die
Bildkurve im Punkt f(y(p)) (siehe Abbildung).

Obwohl die Beziehung (2.14) wie eine einfache Anwendung der Kettenregel
aussieht, ist sie beweisbediirftig, denn weder die aus der reellen ANALYSIS be-
kannte Kettenregel noch die im Satz 2.2.3 beschriebene komplexe Variante ist

2Da — wie wir schon gesehen haben — die Ableitung nach einer komplexen Verinderlichen
wesentlich mehr impliziert als die Ableitung nach einer reellen, unterscheiden wir beide Typen
von Ableitungen auch symbolisch. Im Gegensatz zu dem im Abschnitt 2.1 eingefiithrten Strich
fiir die Ableitung nach einer komplexen Variablen bezeichnen wir die reelle Ableitung mit
einem Punkt.
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direkt anwendbar. Die reelle Kettenregel kommt aber ins Spiel, wenn man die
reelle Darstellung von f — wie iiblich — mit (u,v) bezeichnet und wie folgt ver-
fahrt. Aus der Identitét

FOr@®) = w(&),n(®) +iv(E),n(t))
folgt einerseits mit Hilfe der reellen Kettenregel

Lram) = (54

+i|

(0 (0) £0) + G (€. (1) (1)) +
2 (€. m0) € + 52 (0. n(0) 1)

St

Andererseits gilt
FO®) 50 = [ 24 (e n() +i 9% (¢0),n(0) | [€0) + )]
= [ 22 (c),n) ét) — 22 (e, mt)) e |
+i [ SE(E0m(0) €0 + 51 (6w n(1) i) |

SHRISERSEIS

Schlieflich zeigen die Cauchy-Riemann’schen Differenzialgleichungen, dass die
beiden Ausdriicke gleich sind.

Um die Winkeltreue einer holomorphen Funktion in einem Punkt zg mit der
Eigenschaft f’(z0) # 0 zu demonstrieren, betrachten wir zwei C1-Kurven 1 (¢)
und v2(t), die sich zum gleichen ,Zeitpunkt“ p im Punkt zo ,treffen, d.h., es
gilt v1(p) = Y2(p) = 20 (siehe Abbildung). Da beim Ubergang vom ,Schnitt-
bild“ der Kurven bei zp zum ,Schnittbild* der Bildkurven bei f(zg) die beiden
Tangentenrichtungen 1 (p) und 42(p) mit der gleichen komplexen Zahl f/(zg)
multipliziert werden, bleibt der ,Schnittwinkel“ zwischen den beiden Kurven un-
gedndert. Und wegen der Orientierungstreue einer holomorphen Funktion bleibt
auch die Orientierung des Schnittwinkels erhalten, anders als z.B. bei der Funk-
tion z — Z.

Das folgende Beispiel zeigt einerseits, dass die Winkeltreue einer holomorphen
Funktion in Punkten mit verschwindender Ableitung im Allgemeinen nicht vor-
liegt, und dass andererseits holomorphe Funktionen so genannte ,orthogonale
Netze* auf orthogonale Netze abbilden. Unter einem orthogonalen Netz ver-
steht man dabei eine von zwei Kurvenscharen gebildete Menge von C*'-Kurven
mit der Eigenschaft, dass jede Kurve der einen Schar jede Kurve der anderen
Schar im rechten Winkel schneidet.

2.4.3 Beispiel: Betrachtet wird fiir die Funktion z — 22 das Bild des aus
horizontalen und vertikalen Geraden gebildeten orthogonalen Netzes, ebenso das
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Urbild dieses Netzes. Im Nullpunkt, dem einzigen Punkt, in dem die Ableitung
verschwindet, wird der Winkel bei Anwendung der Abbildung verdoppelt.
Wegen (x + iy)? = 22 — y? + 2ixy gilt fiir die reelle Darstellung

u(z,y) = 2> —y*, v(z,y) = y.

Fiir die horizontale Geradenschar y = c¢p, ¢, € R, des Definitionsbereichs er-

hilt man im Bildbereich wegen u(z,cp) = 22 — ¢ und v(z,¢) = 2cpx die
Parabelschar
_ v
= ——c¢,, cp€cR.
40,21

Entsprechend liefert die vertikale Geradenschar x = ¢, ¢, € R, die Beziehungen
u(ey,y) = c2 — y? und v(ey, y) = 2¢,y und damit die Parabelschar

2
U = c?,—”—, cy €ER.
c
Umgekehrt liefern die horizontalen Geraden der Schar v = dp, dp, € R, des

Bildbereichs als Urbilder die Hyperbeln den Schar
xy =dp, dp€eR,
wahrend die vertikalen Geraden u = d,, d,, € R, die Hyperbeln
a:z—y2 =d,, dy€eR

als Urbilder besitzen. O

Aufgaben

1. Beschreiben Sie fiir die holomorphe Funktion

f(z) = %(z—l—%), f:C\{0}—>cC

das Bild des orthogonalen Netzes, das aus den konzentrischen Kreisen mit Mittelpunkt 0
und den von 0 ausgehenden Halbstrahlen besteht.
Verifizieren Sie ferner fiir jeden Punkt des Wertebereichs von f, dass sich die Bildkurven
dort in einem rechten Winkel schneiden.

2. Beantworten Sie fiir die in der vorherigen Aufgabe betrachtete Funktion folgende Fragen,
jeweils mit Begriindung:
(a) Ist f injektiv oder surjektiv?
(b) Was ist das Bild des Einheitskreises?
(¢) Worauf wird die Einheitskreisscheibe ohne 0 abgebildet?
(d) Was ist das Bild der oberen Halbebene (ohne reelle Achse)?
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Anders als in der reellen ANALYSIS sind die Integranden der FUNKTIONENTHEO-
RIE mindestens stetig, meist sogar holomorph. Die im Reellen zentrale Frage
nach der Integrierbarkeit von Funktionen entfillt daher im Komplexen, dafiir
tritt jetzt die komplexe Variante des vom Reellen bekannten Kurvenintegrals
ins Zentrum des Interesses.

3.1 Der Integralbegriff

Die Einfiihrung des fiir komplexe Funktionen addquaten Integralbegriff erfolgt in
drei Schritten. In einem ersten Schritt definiert man fiir jede auf einem Intervall
[a, b] stetige Funktion h : [a,b] — C das Integral auf die denkbar naheliegendste
Weise als

/bh(t) dt = /b[Reh(mdt + z‘/b[Imh(t)]dt. (3.1)

Damit ist dieser Integraltyp auf den des eindimensionalen Riemann-Integrals
zuriickgefiithrt, und es lassen sich die bekannten Erkenntnisse aus der elemen-
taren ANALYSIS verwenden. In einem zweiten Schritt definiert man fiir jede
auf dem Bild 7([a, b]) einer C'-Kurve « : [a,b] — C erklirte stetige Funktion
f:v([a,b]) — C das Kurvenintegral von f lings v,
b
/ f(z)dz = / F(4(0) 4(8) d. (3.2)
0 a
Offensichtlich ist dieses Integral auf das vorherige zuriickgefiihrt. Da die in der
FUNKTIONENTHEORIE auftretenden Integrationswege aber in der Regel nicht
»glatt sind, sondern ,Ecken* aufweisen, betrachtet man in einem dritten Schritt
an Stelle von C1-Kurven Wege, das sind stetige Kurven w : [a,b] — C, zu denen
es eine Zerlegung a =ty < t; < ... < t, = b des Intervalls [a, b] gibt, sodass die
Einschrinkungen wy,...,w, von w auf die Intervalle [to,t1],...,[th_1,tn] C'-
Kurven sind. Fiir jede stetige Funktion f : w([a,b]) — C definiert man dann das
komplexe Weg- oder Kurvenintegral von f lings w als

/f(z)dz = Z f(z)dz. (3.3)

k=1"“k
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Den Kern des komplexen Integralbegriffs bildet das Kurvenintegral (3.2), denn
auf der einen Seite fiihrt es in nahe liegender Weise zum allgemeinen Wegintegral
(3.3), und andererseits enthélt es den grundlegenden Integralbegriff (3.1) als
Spezialfall, wie man an der speziellen Wahl 7(¢) = ¢ sofort erkennt.

Da der Hauptgegenstand der komplexen Integrationstheorie — das Kurveninte-
gral (3.2) — auf dem Integralbegriff (3.1) aufbaut, beschéftigen wir uns zunéchst
mit der Integration von Funktionen von Intervallen nach C. Dabei ergeben sich
die folgenden Aussagen — wegen der engen Anbindung des Integralbegriffs (3.1)
an das eindimensionale Riemann-Integral — mehr oder weniger direkt aus den
entsprechenden Ergebnissen der reellen ANALYSIS.

3.1.1 Folgerung (Linearitit): Fiir stetige Funktionen g,h : [a,b] — C
und o, 3 € C gilt

b b b
/ [ag(t)+ Bh(t)]dt = a/ g(t)dt + ﬂ/ h(t)dt.

Begriindung: Folgt mittels Definition (3.1) unmittelbar aus der Linearitét des
Riemann-Integrals. |

3.1.2 Satz (Integralungleichung): Ist f : [a,b] — C stetig, so gilt

’/abf(t)dt’ < /ab\f(t)\dt.

Beweis: Um die Aussage des Satzes auf den Fall einer reellwertigen Funktion
f zuriickzufiihren, fiir die die Integralungleichung aus der reellen ANALYSIS be-
kannt ist, wéhlen wir eine komplexe Zahl ¢ vom Betrage 1, sodass das Produkt
cfff(t) dt reell ist. Dann ist auch das Integral fjcf(t) dt reell, und so folgt

cf; f(t)dt = f; [Re (cf(t))] dt. Unter Verwendung der Integralungleichung fiir
reellwertige Funktionen und der Beziehung |c¢| = 1 gilt dann

‘/abf(t)dt’ = ‘c/abf(t)dt‘ = ’/ab [Re (cf(1))] dt‘ < /ab\Re(cf(t))\dt.

Wegen |Re (cf(t))| < |cf(t)] = |f(t)| lasst sich diese Ungleichung weiter nach
oben abschitzen durch ff |f(2)] dt. |

Im Hinblick auf die Formulierung der komplexen Variante des Hauptsatzes
der Differenzial- und Integralrechnung nennen wir wie im Reellen eine differen-



3.1 Der Integralbegriff 41

zierbare Funktion F : [a,b] — C eine Stammfunktion von f : [a,b] — C, wenn
F(t) = f(¢t) fur alle t € [a, b] gilt.

3.1.3 Satz (Hauptsatz der komplexen Differenzial- und Integral-
rechnung): (a) Ist f : [a,b] — C stetig, so ist die Funktion

F(t) ::/f(T) dr, F:la,b]—C (3.4)

eine Stammfunktion von f.
(b) Ist F' : [a,b] — C eine Stammfunktion von f : [a,b] — C, so gilt

g
/f(T)dT = F(B) — F(a) fiir alle o, € C.

(c) Die Differenz zweier Stammfunktionen einer Funktion f : [a,b] — C
ist konstant auf [a, b].

Beweis: Folgt durch Ubergang zu Real- und Imaginirteil und Anwendung des
Hauptsatzes der reellen Differenzial- und Integralrechnung. |

3.1.4 Folgerung (Partielle Integration): Sind g,h : [a,b] — C stetig
differenzierbar, so gilt

b ) b
/g(t) h(t)dt = g(b) h(b) — g(a) h(a) —/ g(t) h(t)dt.

Begriindung: Sei F' eine (nach Satz 3.1.3 (a) existierende) Stammfunktion
von gh. Dann ist gh — F' eine Stammfunktion von gh, und die Behauptung folgt
sofort aus Satz 3.1.3 (b). |

3.1.5 Folgerung (Integration durch Substitution): Ist I ein Intervall
und ¢ : I — [a,b] stetig differenzierbar, so gilt fiir jede stetige Funktion
f:la,b] - C

©(B)

3
/ flo(t) (t)dt = / f(t)dt fiir alle o, € 1.
o o(o)

Begriindung: Es sei F' eine Stammfunktion von f. Nach der Kettenregel ist
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dann F o ¢ eine Stammfunktion von (f o) - ¢, und die Behauptung folgt durch
zweimalige Anwendung von Satz 3.1.3 (b), denn beide Seiten der zu beweisenden
Identitét sind gleich F(p(b)) — F(p(a)). |

Damit sind unsere Betrachtungen zum Integraltyp (3.1) abgeschlossen und wir
kénnen uns dem Hauptgegenstand der komplexen Integralrechnung zuwenden,
den Kurvenintegralen. Da bei der Analyse dieser Integrale haufig die Lange der
Integrationswege eine wichtige Rolle spielt, iibertragen wir zunéchst den vom
Reellen bekannten Begriff der Bogenlidnge auf komplexe Kurven und Wege. Ist
also v : [a,b] — C eine C'-Kurve, so nennen wir die reelle Zahl

b
L) = [ |36 d (3.5)

die Bogenlidnge von 7. Ist w : [a,b] — C ein Weg mit der Zerlegung a =
to < t1 < ... <ty = b, und bhezeichnet wy die Einschrinkung von w auf das
Teilintervall [t;—1,%k], K =1,...,n, so nennen wir die Summe

Lw) =Y Lwy) = Z/k o (8)] dt (3.6)
k=1 k=1"tk—1

die Bogenlinge des Weges w.

Da die in der FUNKTIONENTHEORIE auftretenden Integrationswege fast im-
mer aus Geradenstiicken und Kreisbdgen zusammengesetzt sind, betrachten wir
diese beiden Kurventypen etwas néher.

3.1.6 Beispiele: Die geradlinige Verbindung zwischen zwei Punkten zg und z;
in C lasst sich am einfachsten mit Hilfe der Funktion

v(t) == z0+t(z1 —20), 7:[0,1] =C

parametrisieren. Die Bogenldnge dieser Verbindungsstrecke ist erwartungs-
geméfs

1 1
L) _/ w(t)|dt_/ 21 — 2ol dt = |21 — 2]
0 0

Die Standardparametrisierung fiir einen Kreisbogen auf einem Kreis mit Mit-
telpunkt zg und Radius r hat die Form

k(t) == 20 +re, K:la,b] — C.

Die zugehdrige Bogenlange

L(k) = /ab}/@(t)]dt = /ab}ireﬂdt = /brdt = (b—a)r

a

hat im Fall des Vollkreises den zu erwartenden Wert 2 rr. O
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Als letzte Voriiberlegung zum komplezen Kurvenintegral wollen wir jetzt kl&-
ren, welches der in der reellen ANALYSIS auftretenden reellen Kurvenintegrale
das passende Gegenstiick ist. Da sich die reelle Darstellung (u,v) : R? — R?
einer komplexen Funktion f : C — C in natiirlicher Weise als Vektorfeld des
R? interpretieren lisst, bietet sich das so genannte Kurvenintegral 2. Art der
reellen ANALYSIS als Analogon zum komplexen Kurvenintegral (3.2) an. Dass
diese Vorstellung in der Tat richtig ist, besagt der nun folgende Satz, der sich als
niitzliches Hilfsmittel zur Ubertragung von bekannten Ergebnissen der reellen
ANALYSIS aufs Komplexe erweisen wird.

Wir erinnern an dieser Stelle, dass fiir eine C1-Kurve v = (a, ) : [a,b] — R?
und eine stetige Funktion (p, q) : 7([a,b]) — R? das reelle Kurvenintegral von
(p, ¢) lings v in der Form

b .
/ Pz, ) dz + q(z, y) dy = / [p(alt), B(®)) &(t) + q(alt), B1) B®)] dt (3.7)
’y a

durch das rechts stehende Riemann-Integral definiert ist.

3.1.7 Satz (Beziehung zwischen reellem und komplexem Kurven-
integral) : Gegeben sei eine C'-Kurve v : [a,b] — C und eine stetige Funk-
tion f : y([a,b]) — C. Bezeichnet dann wie iiblich (u,v) : v([a,b]) — R?
die reelle Darstellung von f, so gilt

z)dz = w(x,y)dr —v(x,y)d i |u(x,y)d v(x,y)dx| .
Lf() L[(y) (y)y]+[y[(y)y+(y)]

Als formale Merkregel fiir diesen Satz hat sich der folgende Ausdruck bewéhrt:

fdz = (u+iv) (de +idy) = [ude —vdy] +i[vdy + udx].

Beweis von Satz 3.1.7: Der Beweis besteht aus einer einfachen Rechnung:
Schreiben wir v(t) = a(t) + i 4(t) mit reellwertigen «(t) und B(t), so gilt

b
[era: 2 [ 1) swa
¥ a
b
= [ [ula(®),5(0) + iv(a).50)] - [a(0) + i 5(0)] di
b .
2 [ Lulat).80) a0 - olalt). 56) 50 dt +
b .
+i [ [o(a),50) a) + ulat), 50)) 50)] .

Mit Blick auf (3.7) ist damit der Beweis abgeschlossen. |
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Aufgaben

1. Bestimmen Sie folgende Integrale, durch Rechnung oder anderweitig:
(a) ﬂ{d—;, ~(t) = cost + 2isint, ¢ € [0,27],
(b) 7%, ~v(t) = cost+2isint , t € [0,27],
(c) fwédz, y(t) =2+¢€", te[0,2n],
() [, #%5, 1) =1+¢", teo,2q].
2. Beweisen Sie mit Hilfe reeller ANALYSIS: Ist 7 : [a,b] — G eine geschlossene C'-Kurve,
G ein Sterngebiet in C, f : G — C holomorph und f’ : G — C stetig, so gilt

//f(z)dz =0.
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3.2 Komplexe Kurvenintegrale

Bevor wir uns den theoretischen Aspekten des Wegintegrals zuwenden, betrach-
ten wir ein fiir die FUNKTIONENTHEORIE grundlegendes konkretes Beispiel.

3.2.1 Beispiel: Fiir ein a € C und r > 0 ist y(t) := a + re’, t € [0, 27], die
Parametrisierung des im mathematisch positiven Sinn durchlaufenen Kreises
um a mit Radius r. Hierfiir gilt die Beziehung

2mi, fallsn=—1
(c—ayac ={ %1 ’ (58)
L 0, fallsneZ\{-1}.
Wegen 4(t) = rie’ gilt nimlich
2 ) ) 27 )
/(C —a)"d¢ = / (re™" . riedt = T”+1/ i ettt gy
o 0 0

Im Fall n = —1 hat dieses Integral den Wert fOQW i dt = 2mi. Ist dagegen n # —1,
so ist F(t) := n%rlei(’”l)t eine Stammfunktion von ie!™+tV! folglich ist das
Integral iiber den geschlossenen Weg ~y gleich F'(27) — F(0) = 0.

Die Tatsache, dass das Integral (3.8) fiir n = —1 nicht verschwindet, ist fiir
die FUNKTIONENTHEORIE von so grundlegender Bedeutung, dass wir noch eine
zweite Moglichkeit angeben, diese Besonderheit auszudriicken. Die Integration
der Funktion (¢ — a)~! kann niimlich lings verschiedener Wege mit gleichen
Anfangs- und Endpunkten unterschiedliche Ergebnisse liefern. Wihlen wir z. B.
die beiden Wege vT(t) := a +re® und v~ (t) := a + re™ %, jeweils fiir ¢t € [0, 7],
von a + 7 nach a — r, so erhalten wir mit der gleichen Rechnung wie zuvor

; — At
/(C—a)_ldC :{ mi , fallsy=~T, (3.9)
v

—mi, fallsy=~".

Der Wert des Integrals hangt damit nicht nur vom Anfangs- und Endpunkt des
Integrationsweg ab, sondern vom gesamten Kurvenverlauf. O

Wir beginnen unsere theoretischen Uberlegungen mit der Ubertragung zweier
Ergebnisse des vorherigen Abschnitts auf das komplexe Kurvenintegral.

3.2.2 Folgerung (Linearitiit): Gegeben seien ein Weg w : [a,b] — C,
zwei stetige Funktionen f,g : w([a,b]) — C und komplexe Zahlen a, (3.
Dann gilt

/w[af(z)Jrﬂg(zﬂ dz = a/wf(z)dz + ﬂ/wg(z)dz'
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Begriindung: Wegen (3.3) kann man w als C'-Kurve annehmen. Die Behaup-
tung folgt dann auf Grund der Definition (3.2) unmittelbar aus der Folgerung
3.1.1. |

Von zentraler Bedeutung fiir das Kommende ist der folgende Satz.

3.2.3 Satz (Abschitzung fiir Wegintegrale): Ist w : [a,b] — C ein
Weg und f : w([a,b]) — C stetig, so gilt die Integralabschidtzung

]/wﬂz) dz\ < L(w) max| w(t)]. (3.10)

tela,b]

Beweis: Es sei a =ty < t; < ... < t, = b die Zerlegung des gegebenen Weges
und wy, die Einschrankung von w auf das Teilintervall [tx_1,t;] fiir k =1,...,n.
Fiir jedes k gilt dann fiir den Teilweg wy, die Abschétzung

’ f dz )/ttk fwi(t)) we(t dt‘ 12/ | f(wi ()] |wr(t)] dt.

te—1

Mit reeller Integralrechnung lisst sich diese Abschitzung wie folgt fortsetzen:

tg . (3.5)

< [ max 1ra@)l]- [ lonolde E [ max (fu)]] ).
tE[tk,I,tk)] tho1 tE[tkfl,tk.]

Damit gilt schlieflich fiir den Gesamtweg w

‘/f(z)dz‘ (3§3> Zn:‘ f(z)dz‘ < Zn:[temax yf(wk(t))\}L(wk)
w k=1 "%k k=1

[tk—1,tk]

< L( (29 t))| L(w).
< max |f(w() Z () 2 mace |F(w(t)| L(w)
Damit ist der Beweis der Integralabschatzung abgeschlossen. |

Aus der Abschitzung fiir Wegintegrale ergibt sich leicht der folgende Satz iiber
die Vertauschung von Grenzwert und Integral bei Folgen stetiger Funktionen.

3.2.4 Satz (iiber die Vertauschung von Integral und Grenzwert):
Es sei w : [a,b] — C eine Weg und (fy)nen eine Folge stetiger Funktionen
fn : w([a,b]) — C, die gleichméfig gegen eine Funktion f : w([a,b]) — C
konvergiert. Dann gilt

lim [ fo(z)dz = / [ lim f(2)] dz = /f

—
n—oo w
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Beweis: Die Stetigkeit der Grenzfunktion — und damit die Existenz des In-
tegrals fw f(z)dz — folgt aus einem Satz der elementaren ANALYSIS, und die
Voraussetzung der gleichméfigen Konvergenz impliziert, dass

M, = Iax | fa(w(®)) — f(w(t)] = 0 fiir n— oo.
€la,b]

Damit gilt dann

‘/wfn(Z)dz—/wf(z)dz‘ = ‘/w[fn(z)—f(z)] dz) 3.%3 L) M, |
und der Beweis ist beendet. -

Durch Betrachtung von Partialsummen gewinnt man sofort die Reihenvari-
ante des vorherigen Satzes:

3.2.5 Korollar (zu Satz 3.2.4): Seiw : [a,b] — C eine Weg und (fn)nen
eine Folge stetiger Funktionen f, : w([a,b]) — C. Konvergiert dann die
Reihe ">, fn gleichmiibig gegen eine Funktion f : w([a,b]) — C, so gilt

nZ::l/wfn(Z)dZ :/w[n;f(z)] dz = /f(z)dz.

w

Die Frage nach der Abhingigkeit des komplexen Wegintegrals von der Para-
metrisierung des betrachteten Weges lasst sich wie im Reellen beantworten.

3.2.6 Satz (Umparametrisierung von Wegintegralen): Es sei w :
[a,b] — C eine Weg und f : w(]a,b]) — C stetig. Ist dann ¢ : [a, 5] — [a, b]
eine bijektive C'-Funktion, so ist auch ¢ := wo ¢ : [a, 3] — C ein Weg,
und es gilt

/f

Beweis: Der Beweis verliuft wie im Reellen: Zunéichst gilt ¢(t) = w(p(t)) ¢(t)
fir alle t € [a,b]\ {t1,...,tn—1}, und damit folgt, mit der Substitution s = ¢(t),

B . 6
/ fz)dz = / F () (t) dt = / Folo(t) & (1) @(t) dt
w e} «

/ f(z)dz , falls ¢(a)=a und @(B) =0,
/f dz , falls p(a) =b und ¢(B) =

@(B)
= / fw(s))w(s)ds .
o(a)
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Im Fall () =
pla) = b, ¢(B)

Wegen des Satzes 3.2.6 ist es moglich — und allgemein iiblich —, an Stelle
einer Funktion v im Symbol [ fiir das Kurvenintegral eine Punktmenge M zu
verwenden. Damit ist dann gemeint, dass das Kurvenintegral lings eines Weges
v zu bilden ist, dessen Bild die Menge M ist. Hierbei muss natiirlich aus dem
Zusammenhang hervorgehen, in welchem Sinne die ,Kurve“ M — betrachtet als
geometrisches Gebilde — durchlaufen wird. Bei einer geschlossenen Kurve geht
man dabei stets davon aus — wenn nichts Anderes gesagt wird —, dass die Kurve
im mathematisch positiven Sinne genau einmal durchlaufen wird.

a, () = b ist dieses Integral gleich [ f(z)dz, und im Fall
= a ist es das Negative hiervon. |

3.2.7 Beispiele: Sind 2y und z; zwei komplexe Zahlen, so bezeichnen wir mit
[20, z1] die (orientierte) Verbindungsstrecke von zg nach z;, d.h., das Bild
des Intervalls [0, 1] unter der Abbildung t +— 2o + t(z1 — z0). Fiir eine auf einer
Umgebung U von [z, z1] stetige Funktion f: U — C gilt damit

1
/[zo,zl] f(z)dz = /0 f(z0+t(21 = 20)) (21 — 20) dt . (3.11)

Ein weiteres Standardbeispiel ist das Symbol S,(a) fiir den vermittels der Pa-
rametrisierung ¢ — a + re', t € [0, 27], beschriebenen (positiv orientierten)
Kreis um a mit Radius r. Es gilt also

2T
/ f(z)dz = / fla+re™)rie’dt (3.12)
Sr(a) 0

fir jede in einer Umgebung U von S, (a) stetige Funktion f: U — C. O
Wir beenden diesen Abschnitt, indem wir die aus (3.8) ersichtliche Formel

1 &
21 Sr(a) C— a

=1 (3.13)

zu einem fiir spatere Zwecke grundlegenden Sachverhalt ausbauen.

3.2.8 Satz (iiber das Integral 2%” fsr(a) Cdfcz): Fiir beliebige a € C
und r > 0 gilt

1 dc { 1 fiir alle z € Uy(a),

2mi o, C—2 | 0 fiirallez € C\ Up(a).

Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir seine Aussage etwas niher erlau-
tern. Betrachtet man das darin auftretende Integral als Funktion von z, so ist
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diese Funktion fiir die Punkte auf dem Kreis S,(a) nicht erklért, denn die In-
tegrationsvariable ¢ durchliuft — parametrisiert durch a + re' — diesen Kreis.
Ansonsten nimmt diese Funktion nur zwei Werte an, ndmlich 1 in der (offenen)
Kreisscheibe U, (a), und 0 aufkerhalb der (abgeschlossenen) Kreisscheibe U, (a);
sie ist also eine Art  charakteristische Funktion® fiir die Kreisscheibe U, (a) .

Beweis von Satz 3.2.8: Mit Hilfe der Summenformel ) .7, F = ﬁ fiir die
geometrische Reihe, die bekanntlich fiir alle komplexen ¢ mit |¢| < 1 gilt, formen
wir zunéchst den Integranden wie folgt um: fiir alle ¢ € S,.(a) gilt

! i (z _a)k fiir alle z € Uy (a),

o (—am e
(-2 - 1 ) ¢ —a\k - o Ui (314)
a—zkz_:<z—a) iir alle z € C\ U, (a).

Die fiir den ersten Fall exemplarische Begriindung lautet, dass |z — a| < |¢ — qa|
gilt und folglich
1 i(z—a)k_ 1 11
(—a (—a (—a 1-%¢ C—z
Als Néchstes stellen wir fest, dass die in (3.14) auftretenden Reihen als Funk-
tionen von ¢ € S, (a), bei festgehaltenen a und z, gleichmékig konvergieren. Als

Begriindung hierfiir dient das Weierstrafs-Kriterium, denn wahlt man — exem-
plarisch fiir den ersten Fall — ein komplexes w, sodass |z—a| < Jw—a| < r gilt, so

ist > po o |w;a| )¥ eine zur Anwendung dieses Kriteriums geeignete Majorante.
Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir zum Beweis des ersten Teils der

zu beweisenden Beziehung ein festes z € U,.(a). Dann gilt!

[ [ S (S [
Sr(a)

Sr(a) k=0 k=0 Sr(a)

Geméh (3.8) verschwinden von den rechts stehenden Integralen alle bis auf das
erste, und das hat den Wert 2ms.

Betrachten wir schliefslich ein festes z € C\ U,(a), so gilt
¢ (3.14) /  — (C—a)k 325 o 1 k
— = a¢ "=" =y —m—— —a)".
/ ¢—=z a—zz z—a ¢ (2 — a)kt! (¢-a)
5,(a) k=0

Sr(a) = k=0 Sr(a)

! Dass man die Integranden eines Kurvenintegrals wie hier gezeigt umformen kann, liegt
daran, dass es fiir die Gleichheit zweier Integrale fﬂ/ f(Od¢ = jw g(¢) d¢ geniigt, dass f und g
auf dem Bild ~([a, b]) der Kurve ~ iibereinstimmen. Die zugehorigen Riemann-Integrale sind
némlich jab F(v(t)) 4(t) dt bzw. jf g(7(¢)) ¥(¢t) dt, und stimmen folglich iiberein.
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Jetzt verschwinden gemif (3.8) alle Integrale auf der rechten Seite, und der
Beweis des Satzes ist damit abgeschlossen. |

Aufgaben
1. Zeigen Sie: Fiir die Schar von Wegen yr(t) := Re™, t € [0,7], R > 0, gilt

i [
R—o0 "/RZ +1

2. Gegeben sei eine C'-Kurve v : [a,b] — C und eine stetige Funktion f : v([a,b]) — C.
Zeigen Sie, dass es dann um jedem Punkt a € C\ v([a,b]) eine Umgebung U, (a) gibt,
auf der sich die Funktion

o) = [ Hac, gic\aan—c

in eine konvergente Potenzreihe entwickeln lésst.

Hinweis: Manipulieren Sie den Ausdruck £ mit Hilfe der geometrischen Reihe (wie im
Beweis des Satzes 3.2.8).
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3.3 Wegunabhingige Integrierbarkeit

Wie in der reellen ANALYSIS stellt sich auch beim komplexen Kurvenintegral die
Frage, ob der Wert eines Kurvenintegrals ,wegabhéngig” ist oder bereits durch
den Anfangs- und Endpunkt des Integrationswegs festgelegt ist. Wie das Beispiel
3.2.1 — insbesondere die Beziehung (3.9) — zeigt, ist die ,Wegabhéngigkeit* der
Integration schon bei sehr einfachen Integranden moglich. Umso wichtiger ist
es, Kriterien fiir die wegunabhéngige Integrierbarkeit zu finden.

Wir nennen eine auf einem Gebiet G C C stetige Funktion f : G — C
wegunabhingig integrierbar, wenn fiir je zwei beliebige Punkte 29,21 € G
die Kurvenintegrale fﬁ{ f(2)dz langs beliebiger Wege v mit Anfangspunkt zo
und Endpunkt z; den gleichen Wert besitzen. Wie im Reellen werden auch jetzt
wieder Stammfunktionen von f eine zentrale Rolle spielen, also holomorphe
Funktionen F : G — C mit F'(z) = f(2) fiir alle z € G.

3.3.1 Satz (Aquivalente Bedingungen fiir wegunabhiingige Inte-
grierbarkeit): Ist G ein Gebiet in C und f : G — C stetig, so sind die
folgenden drei Bedingungen dquivalent:

(i) f ist in G wegunabhéngig integrierbar,
(ii) f besitzt eine Stammfunktion in G,
(iii) fv f(2)dz =0 fiir jeden geschlossenen Weg v in G.

3.3.2 Korollar (zu Satz 3.3.1): Ist eine der drei Bedingungen des Satzes
3.3.1 erfiillt (und damit auch die anderen beiden), so gilt Folgendes:

(a) Ist F' : G — C eine Stammfunktion von f und 7 ein Weg in G mit
Anfangspunkt z und Endpunkt w, so gilt

/j@mcsz»—ﬂa. (3.15)
:

(b) Eine Stammfunktion F von f ldsst sich gewinnen, indem man einen
beliebigen Punkt zg € G fixiert, zu jedem Punkt z € G einen belie-
bigen Weg v, in G mit Anfangspunkt zyp und Endpunkt z wdhlt, und
dann F : G — C wie folgt definiert:

ﬂ@=/f@@. (3.16)
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Das Korollar 3.3.2 kann man als Hauptsatz der Differenzial- und Integral-
rechnung fiir komplexe Kurvenintegrale bezeichnen, denn beschreiben die
betrachteten Wege v bzw. 7, Intervalle (auf der reellen Achse), so erhilt man
die bekannte reelle Version dieses Satzes.

Beweis von Satz 3.3.1 und Korollar 3.3.2: (i) = (22) : Wir beweisen die Giiltig-
keit dieser Implikation, indem wir nachweisen, dass unter der Voraussetzung (7)
die in (3.16) definierte Funktion eine Stammfunktion von f ist.

Um zu zeigen, dass in einem beliebigen — von nun an festgehaltenen — Punkt
21 € G die Beziehung F’(z1) = f(21) gilt, wihlen wir zu z; eine Umgebung
Up(z1) € G und definieren dort die Funktion

1

r(z) == FT A

/ Q) de it 2 € Up(z1),
[21,2] (3.17)

f(=1) fir z = 2.

Dann gilt (siche Abbildung) die Identitat F(z) = F(z1) + (2 — z1)r(2) fiir
alle z € Up(#1), und mit Blick auf Satz 2.1.3 erkennen wir, dass nur noch die
Stetigkeit von r bei z; zu beweisen ist (denn dann gilt F'(z1) = r(21) = f(21)).
Zum Zwecke dieses Nachweises stellen wir fest, dass (wegen f[%z} f(z1)d¢ =

f(z1) f[zm] d¢ = f(z1)(z — z1) ) folgende Beziehung gilt:

r(z) —r(z) = 1 /[ | [£(Q) = f(z1)] ¢ fiir alle z € Up(z1).

zZ— 21
Mit der Integralabschitzung folgt dann (wegen L([z1,z2]) = |z — 21] ),

r(z) —r(z1)] < i |£(Q) — f(z1)| fiir alle 2z € Uy(21),

und da f stetig ist, strebt die rechte — und damit auch die linke — Seite dieser
Ungleichung fiir z — 21 gegen 0. Das beweist die Stetigkeit von r bei 2.

1) — (123): Den Nachweis, dass diese Implikation giiltig ist, erbringen wir, in-
dem wir die Aussage (a) des Korollars verifizieren. Hieraus folgt dann die Be-
hauptung mit w = z.

Ist 7 : [a,b] — C eine C'-Kurve mit Anfangspunkt z und Endpunkt w, so gilt

(wegen F' = f nach Voraussetzung)

b b
[ r@ac = [TPomsma s[4 rawas rw) - Fe).

Ist 7 : [a,b] — C ein Weg mit der Zerlegung a = tg < t; <...<t, =b, und
bezeichnet zj, den Anfangspunkt der C1-Kurve ity 1,4, und wg den Endpunkt,
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k =1,...,n, so gilt zunichst 21 = z, wy = 241 fir k = 1,...,n — 1 und
wy, = w, und mit dem bereits Bewiesenen folgt

[1@1ac =3 [ #)d = 3 [Flun) - Faw)] = Flw) - F(2).

.

k=1""Tk k=1
iii) — (i): Ubungsaufgabe

Nachdem nun die Aquivalenz der drei Bedingungen des Satzes 3.3.1 bewiesen
ist, ist auch der Beweis des Korollars erbracht. Im ersten Schritt (i) = (i)
wurde namlich gezeigt, dass die Aussage (b) aus (i) folgt, und im zweiten Schritt
(i7) = (i4i) wurde (a) aus (ii) gefolgert. |

Da die in Satz 3.3.1 und Korollar 3.3.2 auftretenden Bedingungen in der Regel
nur schwer zu verifizieren sind, ist man an einfacheren und leichter nachpriifba-
ren Bedingungen interessiert. Dies gelingt z.B. in so genannten Sterngebieten.
Dabei heifit ein Gebiet G C C Sterngebiet, wenn es einen Punkt zg € G gibt,
so dass die Verbindungsstrecken [zp, 2] von zp zu allen Punkten z € G ganz in
G liegen. Jeder solche Punkt zp heifft Zentrum von G. Offensichtlich ist jede
konvexe offene Menge in C ein Sterngebiet, ebenso die geschlitzte Ebene C™.

Da in Sterngebieten ,Dreieckswege” eine besondere Rolle spielen, prizisieren
wir zunéchst, was wir unter einem (kompakten) Dreieck mit den Ecken
21, 22, 23 € C verstehen wollen, ndmlich eine Menge der Form

A:={zeC:z=2z140(22—21)+7(23—22),0>0,7>0,0+7 <1}
={z€C:z=rz1+s20+t23,r>0,5>0,t>0,r+s+t=1}.
Den Rand OA eines solchen Dreiecks parametrisieren wir in nahe liegender
Weise anhand eines Dreiecksweges, der — ausgehend von einer Ecke — die
Seiten des Dreiecks einmal durchliuft.

Mit dieser Begriffsbildung sind wir nun in der Lage, eine relativ einfache
hinreichende Bedingung fiir die wegunabhéngige Integrierbarkeit zu formulieren.

3.3.3 Satz (Dreieckswege in Sterngebieten): Es sei G C C ein Stern-
gebiet mit Zentrum zg, und f : G — C sei stetig. Gilt dann

f(z)dz = 0 fiir jedes Dreieck A C G mit einer Ecke in zy, (3.18)
[oJAN

so gelten die drei (dquivalenten) Aussagen des Satzes 3.3.1. Insbesondere
erhdlt man eine Stammfunktion von f auf G wie folgt:

F(2) ::/[ ]f(C)dC, F:.:G—C. (3.19)
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Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass fiir die in (3.19) definierte Funktion an einem
beliebig gewéhlten Punkt z; € G die Beziehung F'(z1) = f(z1) gilt. Um dies
zu zeigen, wahlen wir um z; eine Umgebung U,(z1) € G. Fiir jeden Punkt
z € Uy(21) liegt dann das Dreieck A mit den Ecken 2o, 2, z1 ganz in G, und da
das Integral [;, f(¢)d¢ nach Voraussetzung verschwindet, gilt

[ 1@+ [rodc+ [reac=o.
] [

[20,21] [21,2

Wegen f[Z’ZO] f(¢)d¢ =— f[zw] f(¢) d¢ impliziert dies

2,20]

F(z1) + /f(C) d¢ = F(z) fiiralle z € Up(z1).
[

21,2

Wenn wir nun die Funktion r(z) exakt wie in (3.17) definieren, kénnen wir
wortwortlich wie im Beweis des Satzes 3.3.1 verfahren und zun&chst auf die
Identitat F(z) = F(z1) + (2 — z1)r(2) und dann weiter auf die Stetigkeit von r
bei z1 schliefen. Dies liefert die zu beweisende Beziehung F'(z1) = f(z1). W

Aufgaben

1. Es geht in dieser Aufgabe um die Frage nach der Existenz von Stammfunktionen fiir die
auf C\ {0} definierte Funktion f(z):= 1.

(a) Zeigen Sie, dass f auf C\ {0} keine Stammfunktion besitzt.

(b) Zeigen Sie, dass es zu jedem Punkt der geschlitzten Ebene C~ eine Umgebung gibt,
auf der f eine Stammfunktion besitzt.

(¢) Wie steht es mit den Punkten auf der negativen reellen Halbachse ?

2. Fiir ein Gebiet G C C und stetiges f : G — C zeige man: Gilt fv f(z)dz = 0 fiir jeden
geschlossenen Weg v in G, so ist f in G wegunabhéngig integrierbar.
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3.4 Der Cauchy’sche Integralsatz

Wir kommen nun zu dem Resultat, das man als das Herz der Funktionentheorie
bezeichnen kann. Erst mit seiner Hilfe gelingt es némlich, die fiir holomorphe
Funktionen spezifischen Ergebnisse herzuleiten, die weit iiber die elementare
ANALYSIS hinausgehen. Entsprechend seiner iiberragenden Bedeutung tritt die-
ser so genannte Cauchy’sche Integralsatz in verschiedenen Varianten auf. Wir
beginnen mit einer vergleichsweise speziellen Version, die aber dennoch erlaubt,
die einschligigen Ergebnisse der klassischen Funktionentheorie herzuleiten.

Eine allgemeinere Version des Cauchy’schen Integralsatzes wird an spaterer
Stelle behandelt.

3.4.1 Satz (Cauchy’scher Integralsatz fiir Sterngebiete): Ist G ein
Sterngebiet in C und f : G — C holomorph, so gilt

/ f(2)dz = 0 fiir jeden geschlossenen Weg v in G .
gl

Beweis:? Der Beweis erfolgt durch Anwendung des Satzes 3.3.3. Um die dortige
Voraussetzung (3.18) zu verifizieren, beweisen wir das folgende Lemma (das im
Ubrigen nicht auf Sterngebiete beschrinkt ist).

3.4.2 Lemma von Goursat: Ist f: D — C holomorph, so gilt

(2)dz = 0 fiir jedes Dreieck A C D .
0A

Beweis des Lemmas: (i) Im ersten Beweisschritt geben wir ein beliebiges Drei-
eck A C D vor und zerlegen es in vier kongruente Teildreiecke Al, ... A%, indem
wir die Mittelpunkte der drei Seiten von A geradlinig miteinander verbinden und
die Rénder der vier entstehenden Teildreiecke im gleichen Sinne orientieren (sie-
he Abbildung). Bildet man dann die Summe faA% f(z)dz+ ...+ faA% f(2)dz,
so heben sich die Integrationen iiber diese inneren Verbindungsstrecken auf, da
sie mit unterschiedlicher Richtung durchlaufen werden, und wir erhalten

2 Wiisste man bereits, dass die Ableitung einer holomorphen Funktion stetig ist, so lieke
sich der Satz 3.4.1 leicht mit Hilfe reeller Analysis beweisen (Ubungsaufgabe). Da aber die
Erkenntnis, dass jede holomorphe Funktion eine holomorphe — und damit stetige — Ableitung
besitzt, eines der grundlegenden Ergebnisse ist, die man mit Hilfe des Satzes 3.4.1 beweisen
mochte, muss der Beweis ohne die Annahme einer stetigen Ableitung von f gefiihrt werden.
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iZ Z)

Von den Dreiecken Al, ..., A wihlen wir nun eines, dessen Randintegral ma-
ximalen Betrag hat, und bezeichnen es mit A;. Dann gilt

’ 8A ) aAk ‘ aAk ‘

L(OA)

f(z )dz‘ < 4‘ )dz’ und L(0A) =

’ 0A 0N

Mit A; verfahren wir jetzt wie zuvor mit A. Dies liefert vier kongruente Drei-
ecke AL ..., A} von denen wir eines mit maximalem Betrag des Randintegrals
auswahlen und Ay nennen. Hierfiir gilt dann

L(0A)

d‘<4‘
f(z)dz 5

)dz‘ und L(0Az) =

‘ OA1 0o

So fortfahrend konstruieren wir eine Folge von ineinander geschachtelten Drei-
ecken A D A1 DAy D ... mit

L(8A)
27’L

£(2) dz( < 4" (3.20)

£(2) dz‘ wd  L(OA,) =

‘ 8A 8A’VL

fiir alle n € N. Wir wihlen nun fiir jedes n € N einen Punkt z, im Inneren
von A, und erhalten als Grenzwert der so konstruierten Cauchy-Folge (zp,)nen
einen Punkt 29 € A mit zg € A, fiir alle n € N.

(ii) Um im zweiten Beweisschritt zu zeigen, dass die komplexe Zahl [, f(z) dz
gleich 0 ist, beschreiben wir die vorausgesetzte Holomorphie der Funktion f
mittels der Identitét

f(z) = f(z0) + f'(20)(z — 20) + q(2)(z — 20) fiiralle z € D,

bei der ¢(z) im Punkt 2z stetig ist und dort verschwindet (siehe Satz 2.1.3). Da
die lineare Funktion f(zo) + f'(20)(z — z0) eine Stammfunktion in D besitzt,
gilt nach Satz 3.3.1

/ [F(20) + ' (20)(2 — 20)] dz = 0,
0A,

und damit

f(z)dz = / q(2)(z — z0)dz fiir alle n € N.
0Ay, 0Ay,

Mit der elementargeometrisch leicht einsichtigen Beziehung max,cpa,, |z — 20| <
L(0A,,) und der Integralabschitzung (3.10) folgt dann

f(z dz‘ < L(0A) max‘q )| 1z = 20| < L(0A,)? max |q(z)

’ 0A, z€0A,
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Zusammen mit (3.20) fithrt dies auf die fiir alle n € N giiltige Abschétzung

f(z)dz‘ < 4"

f(2) dz‘ < L(OA) max|q(z)|.

‘ A Ay, 2€0An

Die rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert fiir n — oo gegen 0, denn die
Funktion ¢ ist an der Stelle zg stetig und hat dort den Wert 0, und in jeder noch
so kleinen Umgebung von zg liegen alle bis auf endlich viele der Dreiecke A,,.
Damit ist der Beweis des Lemmas von Goursat abgeschlossen. |

Der Beweis des Cauchy’schen Integralsatzes 3.4.1 fiir Sterngebiete besteht nun
aus einer einfachen Verkniipfung dreier Sdtze. Wegen des Lemmas 3.4.2 von
Goursat sind die Voraussetzungen des Satzes 3.3.3 erfiillt, und daher gelten die
im Satz 3.3.1 formulierten drei Aussagen, von denen eine gerade die Aussage
des Cauchy’schen Integralsatzes 3.4.1 ist. |

Bevor wir den Cauchy’schen Integralsatz anwenden kénnen, miissen wir einer
Besonderheit Rechnung tragen, die im (hier gewéhlten) Aufbau der Funktionen-
theorie begriindet ist. Speziell bei der ersten Anwendung im nachfolgenden Satz
wird die Voraussetzung, dass f auf einem Sterngebiet G holomorph ist, nur mit
Ausnahme eines Punktes von G erfillt sein. Dass dies jedoch kein ernsthaftes
Hindernis ist, sofern f im Ausnahmepunkt wenigstens stetig ist (vgl. jedoch
(3.13) ), besagt die folgende Bemerkung.

3.4.3 Bemerkung: Die Aussage des Cauchy’schen Integralsatzes 3.4.1
fiir Sterngebiete gilt auch unter der abgeschwéchten Voraussetzung, dass
f in einem Zentrum zo von G nicht holomorph, sondern nur stetig ist.

Zur Begriindung dieser Bemerkung geniigt es zu zeigen, dass Folgendes gilt:
/ f(z)dz = 0 fiir jedes Dreieck A C G mit einer Ecke in zp . (3.21)
0A

Damit folgt die Behauptung ndmlich sofort aus den Satzen 3.3.3 und 3.3.1.

Um (3.21) zu beweisen, betrachten wir ein Dreieck A C G mit einer Ecke
in zg und wihlen auf jeder der beiden an zg angrenzenden Seiten von A einen
beliebigen Punkt. Fiir die geméf der Abbildung gebildeten Dreiecke A1, Ao, Ag
gilt dann

f(z)dz = (z)dz + f(z)dz + f(z)dz,
0A 0N 0A2 0A3

denn die Integrale iiber die Strecken im Inneren von A heben sich gegenseitig
auf. Nach dem Lemma 3.4.2 von Goursat, angewandt auf das Gebiet G \ {z0},
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verschwinden die letzten beiden Integrale, und wir erhalten

(3.10)
) 6Af(Z) dz‘ (2) dz‘ < L(0A1) z?c’%i‘f(z)} .

s
Da sich das Dreieck 0A; — und damit L(0A1) — beliebig klein machen ldsst,
indem man die von zg verschiedenen Ecken von 0A; hinreichend nahe bei z
wihlt, folgt [, f(z) dz = 0. Damit ist die Bemerkung 3.4.3 begriindet.

Wenn man den Cauchy’schen Integralsatz als das ,Herz“ der Funktionentheo-
rie bezeichnet, so beschreibt der nun folgende Satz das ,Blut“, mit dessen Hilfe
die im Integralsatz enthaltene Information in den ,Kérper” der Funktionentheo-
rie transportiert wird.

3.4.4 Satz (Cauchy’sche Integralformel fiir Kreisscheiben): Es sei
f : D — C holomorph und U,(a) eine Kreisscheibe mit U,(a) C D. Dann
gilt die so genannte Cauchy’sche Integralformel

f(z) = 2%” g(—oz d¢ fiir alle z € Uy(a) . (3.22)
Sr(a)

Das Bemerkenswerte an der Formel (3.22) ist, dass man mit ihrer Hilfe die
Funktion f auf der gesamten Kreisscheibe U, (a) beschreiben kann, obwohl das
Integral die Funktion f nur am Rand von U, (a) auswertet. Mit anderen Worten:
Die Funktionswerte von f am Rand der Kreisscheibe U, (a) legen die Funkti-
onswerte in gesamten Inneren fest. Dies ist (neben den Cauchy-Riemann’schen
Differenzialgleichungen) eine zweite Erscheinungsform der ,Starrheit* holomor-
pher Funktionen.

Beweis von Satz 3.4.4: Die Formel (3.22) ergibt sich — fiir festes z € U,(a) — aus
einer einfachen Anwendung des Cauchy’schen Integralsatzes auf die Funktion

f(Q) = f(z)
9(¢) = (-2
1'(2) fiir ( =z.

Da D von Haus aus kein Sterngebiet ist, betrachten wir die Einschrinkung der
Funktion g : D — C auf eine Kreisscheibe U,(a) mit U,(a) C Us(a) C D. Da
die Einschrinkung gy, () auf Us(a) \ {2z} holomorph und im Punkt z stetig
ist, liefert der Cauchy’sche Integralsatz 3.4.1 in Verbindung mit der Bemerkung

3.4.3 die Beziehung

/() ac
0 = d¢ = =27 d¢ — .
/5 L /S g /5 e

fir ¢ e D\ {z},
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Nach Satz 3.2.8 ist das ganz rechts stehende Integral gleich 27%, und der Beweis
ist beendet. |

Als unmittelbare Folge der Cauchy’schen Integralformel ergibt sich die Mog-
lichkeit, den Wert einer holomorphen Funktion an einer Stelle a durch die Werte
auf einem Kreis um a im Sinne einer ,Mittelwertbildung“ zu berechnen.

3.4.5 Folgerung: Ist f : D — C holomorph, so gilt fiir jeden Punkt
a € D die so genannte Mittelwertgleichung

1 2

fla) = Py fla+ret)ydt fir jedes r > 0 mit U,(a) C D. (3.23)
T Jo

Begriindung: Fiir z := a in (3.22) folgt

2 it
fay - L[ Qg T ke

= — = — . irel dt. |
210 Jg,(a) C — @ 271 J ret

Aufgaben

1. Berechnen Sie fiir ein r > 0 das reelle Integral f027r €"“*® cos(p + rsin ) dp, indem Sie
fiir die komplexe Funktion e® ein geeignetes Kurvenintegral auswerten.

2. Zeigen Sie: Ist A ein offenes Dreieck in C, so gilt [}, Cdfgz = 2mi fiir alle z € A.

Hinweis: Experimentieren Sie mit Integrationswegen.

3. Berechnen Sie die Integrale

" sinz " e : dz - e?
/ s / Grie—32 & / 2410 / G-2p &

S2(0) S2(0) S2(—2i) 51(0)

4. Essei f: D — C holomorph und U,(a) eine Umgebung mit U,(a) C D. Zeigen Sie:
(a) Esgilt [f(a)] < max |f(z)].
z€Sr(a)
(b) Es gilt sogar |f(z)| < rréa:éc : |f(2)] fiir alle z € Ur(a).
zeSr(a

Hinweis zu (b): Betrachten Sie neben f(z) auch die Potenzen f(2)*, k € N.






4 Eigenschaften holomorpher
Funktionen

Nachdem uns nun die Grundlagen der komplexen Differenzial- und Integralrech-
nung zur Verfiigung stehen, kénnen wir darangehen, den bislang nur angedach-
ten, fiir die Funktionentheorie aber zentralen Begriff der holomorphen Funktion
in seiner ganzen Tragweite zu erfassen. Wir werden dabei eine Reihe bemerkens-
werter Resultate herleiten, die weit {iber die aus der reellen Analysis bekannten
Sachverhalte hinausgehen, auf der anderen Seite aber interessante und niitzliche
Riickschliisse auf Ergebnisse und Rechentechniken der reellen Analysis zulassen.

4.1 Entwicklung in Potenzreihen

In der reellen Analysis kennt man unendlich viele Abstufungen fiir die Glattheit
von Funktionen: C', C2, ... usw. Und selbst fiir C°°-Funktionen gibt es noch
eine Steigerung, ndmlich die reell analytischen Funktionen; das sind diejenigen,
die sich um jeden Punkt ihres Definitionsbereichs in ihre Taylor-Reihe entwickeln
lassen, die zudem lokal gegen die gegebene Funktion konvergiert.

Unser erstes Resultat iiber holomorphe Funktionen besagt, dass jede holomor-
phe, also nur einmal komplex differenzierbare, Funktion bereits diese héchste
Form von Glattheit besitzt, ndmlich die Entwickelbarkeit in ihre Taylor-Reihe.

4.1.1 Satz (iiber die Entwicklung holomorpher Funktionen in Po-
tenzreihen): Jede holomorphe Funktion f : D — C ldsst sich um jeden
Punkt a € D in eine konvergente Potenzreihe Y e, ¢k (2 — a)* entwickeln.
Die Koeffizienten cy, sind eindeutig bestimmt, besitzen die Darstellungen

£k) 1 J (¢ .
o — k!(a) - 5 (C—(a))k“ ¢ fiiralle k€ Ny,  (4.1)

Sr(a)

und der (von a abhéingige) Konvergenzradius ist im Fall D # C die grofite
Zahl r mit U,(a) C D, und im Fall D = C ist er gleich co.
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Beweis: Wir wihlen eine beliebige Kreisscheibe Uy(a) mit Uy(a) € D und
verfahren mit der Cauchy’schen Integralformel (3.22) nach dem Muster des Be-
weises von Satz 3.2.8. Zu diesem Zwecke erinnern wir an die dort als (3.14)
auftretende Identitét

1 1 ~/z—a\k
széakz()(Ca) fiir alle z € Up(a),

bei der die Reihe als Funktion von ¢ € S,(a) gleichmifig konvergiert. Damit
gilt fiir jedes z € U, (a) die Beziehung

und das bedeutet, dass die Potenzreihe Y 22, cx(z —a)¥, deren Koeffizienten die
in (4.1) angegebene Integraldarstellung besitzen, in U,(a) gegen die Funktion
f(2) konvergiert. Ferner gilt, dass der Konvergenzradius dieser Reihe mindestens
so grof ist wie r, und daher groftmaglich im Sinne der Aussage des Satzes.
Die restlichen Aussagen des Satzes ergeben sich aus Korollar 2.3.3, denn da-

. . . . . (k)
nach haben die Koeffizienten ¢ notwendigerweise die Form fT,(“) |

Der Satz 4.1.1 liefert in Verbindung mit Satz 2.3.1 Folgendes:

4.1.2 Folgerung: Die Ableitung jeder holomorphen Funktion f : D — C
ist holomorph. Mehr noch, es existieren alle Ableitungen f : D — C,
n € N, und sind holomorph.

Die Frage, ob es auch fiir die hoheren Ableitungen eine der Cauchy’schen
Integralformel (3.22) entsprechende Formel gibt, beantwortet der folgende Satz,
in dem die bisherige Formel (3.22) als Spezialfall (n = 0) enthalten ist.

4.1.3 Satz (Cauchy’sche Integralformel fiir Ableitungen): Es sei
f : D — C holomorph, und U,(a) sei eine Kreisscheibe mit U,.(a) C D.
Dann gilt fiir jedes n € Ng die Cauchy’sche Integralformel

1) =

271
Sr(a)

/ (Cf(o d¢ fiir alle z € Uy(a) . (4.2)

_ Z)TL+1
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Beweis: Die einfache Idee des Beweises ist, die Ableitung f(™(z) als Potenzrei-
he mit Koeffizienten in Integralform zu schreiben und dann Reihensumme und
Integral zu vertauschen. Um dies zu realisieren, wenden wir das Korollar 2.3.3
auf die nach Satz 4.1.1 giiltige Potenzreihendarstellung f(z) =Y crlz —a)*
an und erhalten f(z) = S°5° k w1 Ck (z — a)¥=". Unter Beachtung der In-
tegraldarstellung (4.1) der ¢ erhalten wir also

Wy N~ k1 Q) ,n
FM(z) = ,;L(k”)![m / de (z—a)* (4.3)

Sr(a)

fiir alle z € U, (a). Um in diesem Ausdruck Summe und Integral zu vertauschen,
stellen wir zunéchst eine Identitét bereit, die sich durch Anwendung von Korollar
2.3.3 auf die Funktion 11— = 37 w” ergibt:

n! . - k! ken o
m = ];L(k—n)' w fir alle w € Ul(O) . (44)
Damit gilt dann fiir alle z € Ur(a) und ¢ € Sy(a) (und folglich [Z=2| < 1)
=~k (z—a)km N
I;@(k_n)! (C—a)*t (¢ —a)rt! Z ( a) N
(4.4) 1 n! n!

(C - a)n+1 (1 _ Z:Z)n—H = (< _ Z')n—i-l : (45)

Dass die hierbei auftretenden Reihen (bei festen a und z) als Funktionen von
¢ € Sy(a) gleichméhig konvergieren, erkennt man, indem man ein s € C mit der
Eigenschaft |z — a| < s < r wihlt und die gemék (4.4) konvergente Zahlenreihe

il kk'n (2)k=" als Majorante zur Anwendung des Weierstrak-Kriteriums

emsetzt Damlt kénnen wir dann in (4.3) Summe und Integral vertauschen, und
wir erhalten die fiir alle z € U, (a) gliltige Identitét

(z=a)"" 7, 45) nl / _ Q)
e T / f e % 5 [ e
Sr(a)
die den Beweis des Satzes 4.1.3 zum Abschluss bringt. [

Mehr noch als ihr Spezialfall (3.22) hat die allgemeine Cauchy’sche Integral-
formel (4.2) die bemerkenswerte Eigenschaft, dass man mit ihrer Hilfe aus der
Kenntnis der Funktion f(z) am Rand der Kreisscheibe U, (a) auf das Verhalten
aller Ableitungen im gesamten Inneren dieser Kreisscheibe schliefsen kann.

Umgekehrt kann man die Formel (4.2) aber auch dazu benutzen, Integrale
von Funktionen der Bauart, wie sie im Integranden von (4.2) auftreten, einfach



64 4 Eigenschaften holomorpher Funktionen

dadurch zu berechnen, dass man eine geeignete Funktion an einer einzigen Stelle
auswertet. Zu diesem Zwecke ist es sinnvoll, die Formel (4.2) fiir jedes n € N
und jedes b € U, (a) wie folgt umzuschreiben:

/) z = M (n—1)
/sr<a> (z=b) I (n—1)! Fre) (4.6)

4.1.4 Beispiel: Um das Integral

esin z
dz
/Sl (0) 213

zu berechnen, braucht man gemaf der Formel (4.6) lediglich die zweite Ableitung
der Funktion f(2) := €%"# zu berechnen. Wegen f/(z) = "% cos z gilt f"(z) =
eS1%(cos? z — sin z), und folglich hat das Integral den Wert 7i f”(0) = wi. ¢

Im theoretischen Gebrauch wird die Cauchy’sche Integralformel (4.2) haufig
nicht unmittelbar eingesetzt, sondern indirekt in Form von Abschétzungen, die
sich aus ihr ergeben.

4.1.5 Satz (Cauchy’sche Abschitzungen): Es sei f : D — C holo-
morph, und U, (a) sei eine Kreisscheibe mit U,(a) C D. Dann gilt fiir jedes
n € Ny und jedes s mit 0 < s <7

| o
1) < T s [FQ) faralle s € U@, (0

Ferner gilt |
F™(a)| < :L RS |£(¢)| fiir alle n € Np. (4.8)

Beide Abschéitzungen nennt man Cauchy’sche Abschitzungen.

Beweis: Wenden wir auf die nach Satz 4.1.3 giiltige Identitit

FM(z) = 2”77;@ / (Cf(»f))”“dg fir alle z € Uy(a)
Sr(a)

die Integralabschétzung (3.10) an und beachten, dass fiir jedes z € U,_4(a) und
¢ € Sr(a) die Ungleichung |¢ — z| > s gilt, so erhalten wir (4.7) wie folgt:
(3.10) 1

(n) n! 1£(Q)] rn!
’f (Z)‘ < QWL(S (a)) Cglsax IC— z[ntl < g1 (esaé } ‘
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Betrachtet man in dieser Ungleichung nur z := a, so gilt sie fiir jedes positive
s < r, und der Grenziibergang s — r liefert die Abschétzung (4.8). [

An den Cauchy’schen Abschétzungen (4.7) und (4.8) ist bemerkenswert, dass

- | | . . .
die Konstanten 7% und ;% nur von der Differenziationsordnung n und der

Geometrie der betrachteten Umgebungen abhéngen, nicht aber von der Funk-
tion f. Diese ,,Gleichméafigkeit® beziiglich der Klasse holomorpher Funktionen

sehen wir erneut in einem etwas allgemeineren Kontext im folgenden Satz.

4.1.6 Satz (Cauchy’sche Abschitzungen in kompakten Mengen):
Es sei D C C offen und K C D kompakt. Dann gibt es zu jeder kompakten
Umgebung L C D von K und jedem n € N ein M = M(L,n) > 0 mit
folgender Eigenschaft:

max }f(”)(z)‘ < M max }f(C)‘ fiir alle holomorphen f : D — C.
zeK CeL

Dass man in diesem Satz L als (kompakte) Umgebung von K wihlen muss,
und die Wahl L = K nicht ausreicht, zeigt die Klasse holomorpher Funktionen
fx(2) := 2*, k € N, auf der Menge K := U;(0). Hier gilt nimlich max | fx(¢)| =1
und max| f()| = k fir alle k € N. cex

Beweis von Satz 4.1.6: Wir fixieren n € N und wihlen zu jedem Punkt a € K
ein 7(a) > 0, sodass die Kreisscheibe U, (4)(a) ganz in L liegt. Nach Satz 4.1.5
gibt es dann ein m = m(n, a) > 0, sodass fiir alle z € U,(,)(a) die Abschitzung

‘f(n)(z)’ <m I?aLX ’f((:)’ fiir alle holomorphen f :D—C
S

gilt. Wegen der Kompaktheit von K geniigen endliche viele dieser Kreisschei-
ben, etwa Uy.(4,)(a1), - - -, Upa,)(@m), zur Uberdeckung von K, und wir erhalten,
wenn wir M als Maximum der Konstanten m(n,ai), ..., m(n,a,;,) wihlen, fiir
alle z € K

‘f(”)(z)‘ <M rgpag |f(¢)] fiir alle holomorphen f: D — C,
€

und daraus die zu beweisende Aussage. |

Bevor wir den Abschnitt beschliefen, in dem wir unter anderem gezeigt haben,
dass die Ableitung einer holomorphen Funktion selbst wieder holomorph ist,
wollen wir als erste Folgerung aus dieser Tatsache zeigen, dass der Cauchy’sche
Integralsatz eine Umkehrung besitzt, und zwar nicht nur in Sterngebieten, son-
dern in beliebigen offenen Mengen.
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4.1.7 Satz (von Morera): Es sei D C C offen und f : D — C stetig.
Gilt dann fv f(z)dz = 0 fiir jeden in D geschlossenen Weg =, so ist f
holomorph.

Beweis: Da die Beziechung f,y f(2)dz = 0 insbesondere fiir jeden in einer be-
liebigen Kreisscheibe U, (a) C D geschlossenen Weg ~y gilt, besitzt f nach Satz
3.3.1 eine Stammfunktion in U,(a). Als Ableitung dieser Stammfunktion ist f
dann nach Folgerung 4.1.2 in U, (a) holomorph. |

Wir haben den Satz von Morera als Umkehrung des Cauchy’schen Integral-
satzes 3.4.1 bezeichnet, da er den im Satz 3.4.1 beschriebenen Schluss von der
Holomorphie einer Funktion auf das Verschwinden aller Integrale 1angs geschlos-
sener Wege umkehrt. Bei dieser Betrachtungsweise ist jedoch Vorsicht geboten,
denn wahrend der Satz von Morera auf beliebigen offenen Mengen gilt, wird im
Cauchy’schen Integralsatz (in der Fassung 3.4.1) ein Sterngebiet vorausgesetzt.
Wir wissen ja bereits (Beispiel 3.2.1), dass es in Nicht-Sterngebieten Integrale
iiber geschlossene Wege gibt, die nicht verschwinden. Mit anderen Worten: In
beliebigen offenen Mengen ist das Verschwinden der Integrale iiber geschlossene
Wege nach dem Satz von Morera zwar hinreichend, aber nicht notwendig fiir die
Holomorphie der betrachteten Funktion.

Bedingungen, die in beliebigen offenen Mengen notwendig und hinreichend
fiir Holomorphie sind, beschreiben wir im nichsten Abschnitt.

Aufgaben

1. Zeigen Sie: Ist f : D — C holomorph und U, (a) eine Kreisscheibe mit U,(a) C D, so gilt
fiir jedes n € Ny

rn!

IF™(2)] < |£(¢)| fiir alle z € Ur(a), wobei m(z) := min |¢ — z|.

max
m(z)"*t ¢eS,(a) ¢eSr(a)

Inwiefern ist dies eine Verallgemeinerung der in der Vorlesung bewiesenen Cauchy’schen
Abschatzung?

2. Berechnen Sie die Integrale

3z 3 g z
e z e
—dz, / ———— dz, / - dz
‘/’;1 (0) Z4 S2(0) 22 — 2z + 2 S2(0) T — 22

3. Berechnen Sie fiir alle m,n € N die Integrale

m
[
Jsy0) (1= 2)

Fiir welche m und n verschwindet das Integral?
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4.2 Kriterien fiir Holomorphie

Wegen der fundamentalen Bedeutung der Holomorphie fiir die Funktionentheo-
rie ist es wichtig, verschiedene Mdoglichkeiten zur Beschreibung dieses Begriffs
zur Verfiigung zu haben. Diejenigen, die sich fast unmittelbar aus unseren bis-
herigen Uberlegungen ergeben, fassen wir in folgendem Satz zusammen.

4.2.1 Satz (Aquivalente Bedingungen fiir Holomorphie): Es sei
D C C offen, und f : D — C sei stetig. Dann sind dquivalent:

(a) f ist holomorph in D .
(b) Fiir jedes kompakte Dreieck A C D gilt [, f(¢)d{=0.

c) Zu jedem Punkt a € 1bt es eine Kreisscheibe Ur(a) € D, aut der
Zu jedem Punk D gib ine Kreisscheibe U, cD fd
f eine Stammfunktion besitzt.

(d) Fiir jede Kreisscheibe U,(a) mit U,(a) C D gilt die Cauchy’sche Inte-
gralformel (3.22).

(e) f ist um jeden Punkt von D in eine konvergente Potenzreihe entwi-
ckelbar.

Beweis: Im Wesentlichen durch Zitieren geeigneter Sdtze begriinden wir die
beiden Implikationsketten (a) = (b) = (¢) = (a) und (a) = (d) = (e) = (a),
was offensichtlich die Aquivalenz aller fiinf Aussagen beweist.

(a) = (b): Lemma 3.4.2 von Goursat.

b) = (c): Satz 3.3.3, angewandt auf eine Umgebung U, (a) C D.

c) = (a): Folgerung 4.1.2 angewandt auf eine Stammfunktion von f.
a) = (d): Satz 3.4.4 {iber die Cauchy’sche Integralformel.

d) = (e): Beweis von Satz 4.1.1.

e) = (a): Satz 2.3.1. [ |

Als erste Anwendung des Satzes 4.2.1 kldren wir nun die Frage, unter welchen
Voraussetzungen eine Folge holomorpher Funktionen eine holomorphe Grenz-
funktion besitzt. Wir erinnern in diesem Zusammenhang an die etwa eigenarti-
ge Situation in der reellen Analysis, wo bei der entsprechenden Frage beziiglich
Stetigkeit und Riemann-Integrierbarkeit die gleichméfige (es geniigt die kom-
pakte) Konvergenz der Funktionenfolge vonnéten ist, wahrend dies bei der Diffe-
renzierbarkeit nicht ausreicht. Dort muss bekanntlich die Folge der Ableitungen
gleichmafig (bzw. kompakt) konvergieren, und die Folge der Funktionen selbst
muss an wenigstens einer Stelle konvergieren.
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Dass im komplexen Kontext die Differenzierbarkeit im Reigen dieser Konver-
genzresultate nicht mehr aus der Reihe tanzt, besagt der folgende Satz.

4.2.2 Satz (liber kompakt konvergente Folgen): Es sei (fy,)nen eine
Folge holomorpher Funktionen f, : D — C, die kompakt gegen eine Funk-
tion f : D — C konvergiert. Dann ist auch f holomorph, und fiir jedes

(m)

m € N konvergiert die Folge (fn'" )nen kompakt gegen f™).

Beweis: Da f als Grenzfunktion einer kompakt konvergenten Folge stetiger
Funktionen bekanntlich stetig ist, gilt nach Satz 3.2.4

f(z)dz = lim f(2)dz fiir jedes Dreieck A C D
0A n—o0 JoaA

(beachte, dass OA kompakt ist). Da die Integrale auf der rechten Seite nach dem
Lemma 3.4.2 von Goursat verschwinden, ist auch das Integral auf der linken
Seite 0, und die Holomorphie folgt aus Satz 4.2.1 (Aquivalenz von (a) und (b) ).

Fiir die Aussage beziiglich der Folgen ( f,ﬁm))neN geniigt es, den Fall m =1
zu betrachten, und mit dem ersten Teil des Beweises geniigt es dann zu zeigen,
dass die Folge (f), — f)nen kompakt gegen die Nullfunktion konvergiert. Zum
Zwecke dieses Nachweises wéhlen wir eine beliebige kompakte Menge K C D.
Ferner wahlen wir eine kompakte Umgebung L C D von K und schliefen mit
Hilfe des Satzes 4.1.6 auf die Existenz einer Konstante M mit der Eigenschaft

max|£1(2) - ()] < M max|f2(O) ~ £(O)] fir alle n € N,

Da die rechte Seite — wie im ersten Beweisschritt gezeigt — fiir n — oo gegen 0
konvergiert, tut dies auch die linke und der Beweis ist abgeschlossen. |

Der Satz 4.2.2 besitzt natiirlich eine Reihenversion, deren Beweis sich eriibrigt.

4.2.3 Satz (iiber kompakt konvergente Reihen): Es sei > ;- fi ei-
ne Reihe holomorpher Funktionen fi, : D — C, die kompakt gegen eine
Funktion f : D — C konvergiert. Dann ist auch f holomorph, und fiir

jedes m € N konvergiert die Reihe Y ;2 f]gm) kompakt gegen f(™.

Als Anwendung des Satzes 4.2.3 betrachten wir eine der beriihmtesten Funk-
tionen der Mathematik. Sie vollstdndig zu verstehen, ist bis zum heutigen Tage
noch nicht gelungen.
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4.2.4 Beispiel: Fiir jede natiirliche Zahl n ist die komplexe Potenz n” fiir alle
z € C erklért, ndmlich als exp(zInn). Damit kann man die als Riemann’sche
Zetafunktion bezeichnete Funktion

() =3
k=1

ins Auge fassen und zunéchst fragen, fiir welche komplexen z diese Funktion
definiert, stetig oder holomorph ist. Fiir reelle z ist die Antwort aus der ele-
mentaren Analysis bekannt: Die Reihe konvergiert genau fiir die z > 1. Dass
die Reihe auch fiir die komplexen z mit Re z > 1 definiert ist und auf der
damit definierten Halbebene eine holomorphe Funktion darstellt, soll in einer
Ubungsaufgabe gezeigt werden.

Nicht gezeigt werden soll (oder doch!?), dass alle Nullstellen dieser Funktion
auf der Geraden mit Realteil % liegen. Diese von Bernhard Riemann im Jahre
1859 gedufberte Vermutung, die so genannte Riemann’sche Vermutung, ist
bis heute — trotz unzaéhliger Versuche — weder widerlegt noch bewiesen. Fiir ihre
Losung ist mittlerweile ein Preisgeld von 1 Million US Dollar ausgesetzt. O

Aufgaben

o0
1. Fiir die Funktionenreihe ) k%, deren Grenzfunktion man als Riemann’sche Zetafunktion

. . k=1
bezeichnet, zeige man:

Sie konvergiert gleichméRig in jeder Halbebene {z € C:Re 2 > 1+ ¢}, € > 0.
Sie konvergiert kompakt in der Halbebene {z € C: Re z > 1}.

Ihre Grenzfunktion ist in der Halbebene {z € C : Re z > 1} holomorph.

Alle Nullstellen der Grenzfunktion liegen auf der Geraden {z € C:Re z = 3}.

(a
(b
(c
(d

NarENGS NN

Hinweis zu (d): Dieser Teil ist nur fiir besonders ambitionierte Studierende gedacht.
Fiir die vollstindige Losung dieser Teilaufgabe hat das Clay Mathematics Institute,
www.claymath.org, ein Preisgeld in Héhe von 1 Million US Dollar ausgesetzt.
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4.3 Fortsetzung holomorpher Funktionen

In diesem Abschnitt stellen wir zwei Sétze vor, die erneut die ,,Starrheit“ holo-
morpher Funktionen demonstrieren. Im einen Fall geht es darum, dass holomor-
phe Funktionen in der Lage sind, gewisse Defekte auf Mengen ohne Haufungs-
punkte von selbst zu beheben, wihrend ihre Vorgabe auf Mengen mit Haufungs-
punkten bereits die Funktion als Ganzes festlegen.

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist eine offene Menge D C C und eine
abgeschlossene Teilmenge A von D. Wir nennen dann eine holomorphe Funktion
f: D\ A — C stetig fortsetzbar bzw. holomorph fortsetzbar nach A, wenn
es eine stetige bzw. holomorphe Funktion f : D — C gibt, deren Einschrankung
auf D\ A mit f iibereinstimmt.

Ferner erinnern wir daran, dass man einen Punkt b einer Menge B C C
einen isolierten Punkt von B nennt, wenn es eine Kreisscheibe U, (b) gibt
mit U,(b) N B = {b}. Die Menge B nennt man diskret, wenn alle ihre Punkte
isolierte Punkte von B sind.

Im folgenden Satz ist von einer diskreten, abgeschlossenen Teilmenge A einer
offenen Menge D die Rede. In diesem Fall kann A keinen Haufungspunkt in D
besitzen, Hiufungspunkte am Rand von D sind jedoch moglich.

4.3.1 Satz (Fortsetzungssatz): Es sei A eine diskrete und abgeschlos-
sene Teilmenge einer offenen Menge D C C, und f : D\ A — C sei
holomorph. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) f ist nach A holomorph fortsetzbar.
(b) f ist nach A stetig fortsetzbar.

(¢) Zu jedem Punkt a € A gibt es eine punktierte Umgebung U,(a) C D,
in der f beschrinkt ist.

(d) Es gilt lim(z — a)f(z) = 0 fiir jeden Punkt a € A.

Beweis: Nachdem (a) = (b) trivial ist, und die Implikationen (b) = (c) und
(¢) = (d) offensichtlich zutreffen, bleibt nur noch (d) = (a) zu verifizieren.

Es gelte also die Aussage (d). Da A diskret ist, geniigt es zur Verifikation der
Aussage (a), die holomorphe Fortsetzbarkeit von f in einem einzigen Punkt
a € A zu beweisen. Hierzu wahlen wir eine Kreisscheibe U, (a) C D, die neben
a keinen weiteren Punkt von A enthilt, und betrachten die in U, (a) definierte
Hilfsfunktion
{ (z—a)®f(z) fir z € Uy(a),
h(z) =

0 firz=a.
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Um zunéichst zu zeigen, dass die in U, (a) offensichtlich holomorphe Funktion h
auch im Punkt a differenzierbar ist, schreiben wir h(z) in Uy(a) in der Form

h(z) = h(a) + (z —a)q(z) mit q(z) := (2 —a) f(2).
Nach Voraussetzung (d) ist ¢ im Punkt a stetig, und so ist h nach Satz 2.1.3 im
Punkt a differenzierbar, und besitzt die Ableitung h'(a) = g(a) = 0. Damit ist
h auf ganz U,(a) holomorph.
Nach Satz 4.1.1 ist h auf U,(a) als Potenzreihe Y r°, ck(z — a)* darstellbar,
die man wegen h(a) = h'(a) = 0 auch in der Form

hz) =Y alz—a)* = (z=a)* ) cryalz—a)f
k=2 k=0

schreiben kann. Damit ist nun ersichtlich, dass die auf U,(a) definierte Funk-
tion f(2) := 332 chea(z — @)F auf der punktierten Umgebung U,(a) mit der
Funktion h(z)/(z — a)? = f(z) iibereinstimmt und folglich f nach a holomorph
fortsetzt. [

In der Riickschau auf das mit der Bemerkung 3.4.3 behobene Problem, dass
bei der Herleitung der Cauchy’schen Integralformel aus dem Cauchy’schen In-
tegralsatz die betrachtete Funktion an einer Stelle nicht holomorph, sondern
nur stetig ist, erkennen wir im Lichte das Satzes 4.3.1, dass es sich hierbei um
keine tatséichliche, sondern lediglich um eine im axiomatischen Aufbau dieser
Vorlesung begriindete scheinbare Abschwichung der Voraussetzung handelt.

4.3.2 Beispiel: Dass der Satz 4.3.1 fiir reelle C*°-Funktionen nicht gilt, se-
hen wir am Beispiel der im Punkt 0 zwar stetig, aber nicht reell-analytisch
ergiinzbaren Funktion exp(—1/22). Entwickelt man nimlich die Taylorreihe der
fortgesetzten Funktion um 0, so verschwinden alle Koeffizienten. %

Wir &ndern nun die Sichtweise dahin gehend, dass wir jetzt nicht mehr eine
holomorphe Funktion von einer ,dicken“ (offenen) Menge auf eine sehr ,diinne*
(diskrete) Menge fortsetzen, sondern umgekehrt von einer ,diinnen“ (abzihl-
baren) Menge (allerdings mit Hiufungspunkt) auf eine ,dicke* (offene) Menge.
Dass hierbei der Zusammenhang des Definitionsbereich der betrachteten Funk-
tion vonnoten ist, werden wir gleich anhand eines Beispiels sehen.

4.3.3 Satz (Identititssatz): Fiir zwei auf eine Gebiet G C C holomor-
phe Funktionen f,g: G — C sind folgende Aussagen dquivalent :

(a) Es gilt f(z) = g(2) fiir alle z € G.
(b) Die Menge {z € G : f(z) = g(z)} hat einen Hdufungspunkt in G.
(¢) Es gibt einen Punkt a € G mit f(a) = ¢ (a) fiir alle n € N.
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Als Identitétssatz im engeren Sinne versteht man die Implikation (b) = (a),
die besagt, dass schon das Ubereinstimmen zweier auf G holomorpher Funktio-
nen auf einer Teilmenge A mit Hiufungspunkt in G' (nicht am Rande!) ausreicht,
die Ubereinstimmung auf ganz G zu sichern. Einen Spezialfall dieses Sachver-
halts haben wir bereits in der Cauchy’schen Integralformel (3.22) kennen gelernt,
bei der die Kreislinie Sy.(a) die Rolle von A spielt. Dem Fall, dass A ein Intervall
der reellen Achse ist, werden wir uns am Ende dieses Abschnitts zuwenden.

4.3.4 Beispiel: Dass im Satz 4.3.3 auf den Zusammenhang von G nicht ver-
zichtet werden kann, zeigt schon das Beispiel der beiden auf D := U;(0) UU;(2)
holomorphen Funktionen

B | 0 firzeU(0),
flz) =0, g(z) = { 1 fiir z € U1(2)-

Die beiden Aussagen (b) und (c¢) des Satzes 4.3.3 sind erfiillt, nicht aber (a). O

Beweis des Satzes 4.3.3: Da die Implikation (a) = (b) trivial ist, geniigt der
Nachweis der Implikationen (b) = (¢) und (¢) = (a).

(b) = (c): Wir betrachten die auf G erkliarte Funktion h(z) := f(z) — g(z) und
folgern aus der Voraussetzung (b), dass ihre Nullstellenmenge {z € C: h(z) = 0}
einen Haufungspunkt a € G besitzt. Um fiir diesen Punkt die Aussage (¢) zu
beweisen, machen wir die Widerspruchsannahme, dass es ein m € Ny gibt mit
h(™)(a) # 0. Dabei kénnen wir annehmen, dass m die kleinste Zahl in Ny mit
dieser Eigenschaft ist. Folglich besitzt h in einer Umgebung U,(a) C G nach
Satz 4.1.1 die Darstellung

x 1 (0)(g
M) = (—ayg(z) mit g(z)= 3 D e apn )
k=m

Wegen ¢(a) = h“:rj!(a) # 0 und der Stetigkeit von ¢ in U,(a) gibt es eine Umge-

bung Us(a) C U,(a), in der ¢ keine Nullstelle besitzt. Auf Grund der Darstellung
(4.9) besitzt dann h in Us(a) nur die Nullstelle a. Dies widerspricht der Eigen-
schaft von a, ein Haufungspunkt von Nullstellen der Funktion A zu sein.

(c) = (a): Wir betrachten wieder die Funktion h = f — g und zeigen, dass die
Menge M := {z € G : h"™(2) = 0 fiir alle n € Ny} offen und abgeschlossen in
G ist. Nach einem aus der ANALYSIS bekannten Sachverhalt gilt dann M = G
(und damit insbesondere f = g auf G), da G als zusammenhéngende Menge nur
zwei Teilmengen mit dieser Figenschaft besitzt, die leere Menge und G selbst.
Nach Voraussetzung (c) ist M aber nicht leer.

Die Abgeschlossenheit von M erkennt man daran, dass sich M als Durch-
schnitt der Mengen M,, := {z € G : " (z) = 0}, n € Ny, schreiben lisst, und
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dass jede dieser Mengen (als Urbild von {0} unter der stetigen Abbildung h(™)
in G abgeschlossen ist.

Zum Nachweis der Offenheit von M betrachten wir einen beliebigen Punkt
zg € M. Nach Definition von M sind dann alle Koeffizienten der Taylor-Reihe
von h um zo gleich 0, d.h., h ist auf einer Kreisscheibe U,(z9) C G die Null-
funktion. Natiirlich ist dann auch jede der Ableitungen R, n e N, dort die
Nullfunktion, und das bedeutet, dass U,(zp) in M liegt. |

Das Beispiel 4.3.4 schlieft ibrigens nicht aus, dass die Aussagen (b) und (c)
des Satzes 4.3.3 auch bei unzusammenhingendem G dquivalent sind. Dass die-
se Aquivalenz tatsichlich vorliegt, zeigt eine einfache Analyse des vorherigen
Beweises (Ubungsaufgabe).

4.3.5 Beispiel: Wie der Satz 4.3.1 besitzt auch der Satz 4.3.3 fiir reelle C'*°-
Funktionen kein Analogon. Dies sieht man anhand der fiir alle z € R definierten
Funktion

T

0 flirx =0,

fa) { exp(—%) sin% firx #£0,

deren Nullstellen -1, n € Z\ {0}, sich bei 0 hiufen, die aber offensichtlich nicht
die Nullfunktion ist. O

Als erste Konsequenz des Identitdtssatzes formulieren wir eine Aussage iiber
die Verteilung der Nullstellen, allgemeiner der b-Stellen, einer holomorphen
Funktion. Dabei verstehen wir unter einer b-Stelle einer Funktion f: D — C
jeden Punkt aus D, an dem der komplexe Wert b angenommen wird. Die Menge
aller b-Stellen ist f~1(b) = {z € G : f(2) = b}. Diese Menge kann auch leer sein
(falls b € C\ f(D)), in jedem Fall ist sie aber (als Urbild der abgeschlossenen
Menge {b}) abgeschlossen in D.

Dass man an Stelle von b-Stellen hiufig die spezielleren Nullstellen betrach-
ten, bedeutet keine Einschrdnkung, denn offensichtlich ist jede b-Stelle einer
Funktion f(z) eine Nullstelle der Funktion f(z) — b und umgekehrt.

4.3.6 Satz (iiber die Isoliertheit der b-Stellen): Ist G C C ein Gebiet
und f : G — C holomorph und nicht konstant, so ist fiir jedes b € C die
Menge f~Y(b) diskret in G und damit héchstens abzéihlbar.

Beweis: Besife die Menge f~1(b) einen Hiufungspunkt in G, so wire f nach
Satz 4.3.3 konstant gleich b, im Widerspruch zur Voraussetzung. Die Abzihl-
barkeit von f~1(b) folgt aus der Tatsache, dass sich G (wie jede offene Menge
in C) als abzihlbare Vereinigung von kompakten Kreisscheiben (Mittelpunkt
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mit rationalem Real- und Imaginérteil) darstellen ldsst, und dass jede dieser
Kreisscheiben nur endlich viele Punkte der diskreten Menge f~!(b) enthilt. W

Der Satz 4.3.6 besagt, dass es (unter den dortigen Voraussetzungen) um jedes
Urbild a eines Wertes b € f(D) eine Umgebung U,(a) C D gibt, in der der
Wert b nur an der Stelle a angenommen wird. Im Beweis dieses Satzes haben wir
ferner gesehen, dass in jedem kompakten Teil von D nur endlich viele b-Stellen
liegen konnen. Um mdoglichen Fehlinterpretationen dieser Aussage vorzubeugen,
betrachten wir zwei sehr einfache Beispiele.

4.3.7 Beispiele: Schon die Sinusfunktion zeigt, dass die Nullstellenmenge einer
nichtkonstanten holomorphen Funktion nicht endlich sein muss. Dass dies selbst
dann mdglich ist, wenn die Nullstellen in einer beschrénkten Menge liegen, zeigt
die Funktion

f(z) = Sin%, f:C\{0} —=C,

deren simtliche Nullstellen die Form = mit n € Z \ {0} haben (vgl. Ubungs-
aufgabe 8). Diese Funktion zeigt ferner, dass die Nullstellen einer holomorphen
Funktion durchaus einen Haufungspunkt besitzen kénnen. Dieser muss aber am
Rand des Holomorphiebereichs der betrachteten Funktion liegen. O

Wir beschliefsen den Abschnitt iiber die Fortsetzung holomorpher Funktionen
mir der Frage, in welchem Zusammenhang die aus der ANALYSIS bekannten reell-
analytischen Funktionen mit den holomorphen Funktionen der FUNKTIONEN-
THEORIE stehen. Eine rundum befriedigende Antwort auf diese Frage gibt der
folgende Satz.

4.3.8 Satz (iiber die Fortsetzung reell-analytischer Funktionen):
Eine auf einem offenen Intervall I definierte Funktion ¢ : I — R besitzt
genau dann eine holomorphe Fortsetzung f : G — C auf ein die Menge
I x {0} enthaltendes Gebiet G C C, wenn ¢ reell-analytisch ist.

Beweis: (=) Ist eine Funktion ¢ : I — R reell-analytisch, so besitzt sie um
jeden Punkt o € I eine Potenzreihendarstellung ¢(z) = > po k(2 — @) mit
reellen Koeffizienten v, und positivem Konvergenzradius r = r(a). Offensicht-
lich besitzt dann auch die Potenzreihe > 72 vk (z — @)* mit komplexem z den
Konvergenzradius r(«) und definiert somit die holomorphe Funktion

fa(Z) = Z’Yk(zia)kv foz:Ur(a)(a)*)(c'
k=0

Um damit auf der Menge G := ,c; Uy(a)(@), die augenscheinlich ein Gebiet
ist und die Menge I x {0} enthilt, die gesuchte holomorphe Fortsetzung in
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nahe liegender — und zwar eindeutiger — Weise definieren zu konnen, miissen wir
noch kléren, dass die zu je zwei Umgebungen U, (,)(a) und U, () (8) mit o, 3 € 1
gehorigen Funktionen f, und fg auf dem Durchschnitt Uy, () NU,(g)(83), sofern
dieser nicht leer ist, {ibereinstimmen. Dies folgt aber sofort aus der Tatsache,
dass jeder solche Durchschnitt ein offenes Intervall enthilt, dass f, und fg dort
iibereinstimmen (namlich gleich ¢ sind) und damit nach dem Identitéitssatz
4.3.3 identisch sind.

(<) Ist f: G — C holomorph, und gilt f(z) = ¢(z) fir alle z € I, so besitzt
f um jeden Punkt « € I eine Potenzreihendarstellung f(z) = Y70, ck(z — a)k
mit komplexen Koeffizienten ¢ und Konvergenzradius r = r(a) > 0, und es gilt

o(x) = ch(a:—a)k fir alle z € (a—r,a+71).
k=0

Um zu zeigen, dass ¢ reell-analytisch ist, miissen wir die komplexen ¢ als reell
nachweisen. Zu diesem Zwecke erinnern wir daran, dass jedes der c¢x nach Satz
4.1.1 bis auf den reellen Faktor % gleich f(k)(a) ist. Dass im vorliegenden Fall
alle Ableitungen von f bei « tatséchlich reell sind, folgt aus der Tatsache, dass
fiir die reelle Darstellung (u,v) von f die Beziehungen u(z,0) = @(x) und
v(z,0) = 0 fiir alle z € I gelten, und folglich f’(z) = %(m,@)—l—i%(m, 0) = ¢'(z)
fir alle € I gilt. Entsprechend sind auch alle hohere Ableitungen von f fiir
reelle Argumente reell. [

Aufgaben
1. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen fiir je zwei holomorphe Funktionen f,g: D — C
auch dann dquivalent sind, wenn D nicht zusammenh&ngend ist:
(a) Die Menge {z € D : f(z) = g(z)} hat einen Haufungspunkt in D.
(b) Es gibt einen Punkt a € D mit f™ (a) = g™ (a) fiir alle n € N.

2. Zeigen Sie: Entwickelt man eine holomorphe Funktion an einer Stelle in ihre Taylorreihe,
so liegt auf dem Rand der zugehorigen Konvergenzkreisscheibe mindestens eine Stelle,
an der die Funktion nicht holomorph ist.

3. Wie grofs ist der Konvergenzradius der Taylor-Reihe der Funktion

o(x) :

mit Entwicklungsmittelpunkt 07 Interpretieren Sie das Ergebnis aus Sicht der reellen
Analysis und der Funktionentheorie.

1
= — R R
1227 14 -

Hinweis: Sie kénnen reell rechnen, aber auch komplex denken.

4. Zeigen Sie, dass eine auf einem offenen Intervall I definierte C°°-Funktion ¢ : I — R
genau dann reell-analytisch ist, wenn es zu jedem Punkt o € I positive Konstanten K
und 7 gibt mit

!
o™ ()] < %K firalleneNound z € (a —r,a+ 7).

r
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4.4 Gebietstreue und Maximumprinzip

Wir wenden uns jetzt wieder den Abbildungseigenschaften holomorpher Funk-
tionen zu und rekapitulieren zunéchst, dass bei einer holomorphen Funktion
f : D — C nach Satz 4.3.6 die Urbildmengen f~1(b) einzelner Punkte b des
Wertebereichs f(D) aus isolierten Punkten bestehen, also sehr ,diinn“ sind. Von
den Bildmengen f(U) offener Mengen U C D wird man daher erwarten, dass sie
dementsprechend ,dick®” sind, also offen. Obwohl dies in der reellen ANALYSIS
bekanntlich nicht zutrifft — z.B. bildet die Funktion = +— 22 die offene Menge
R auf das nicht offene Intervall [0,00) ab — wird sich die Offenheit holomor-
pher Bilder offener Mengen als zutreffend erweisen. Dass man hierbei konstante
Funktionen ausschliefen muss, ist offensichtlich. Genauer gilt folgender Satz.

4.4.1 Satz (iiber die Offenheit holomorpher Bilder offener Men-
gen): Ist f : D — C holomorph und auf keiner Zusammenhangskompo-
nente von D konstant ist, so ist f(D) offen in C.

Der Beweis dieses Satzes beruht auf einer Aussage {iber Nullstellen, die wir
als Hilfssatz formulieren, da wir spiter nochmals auf sie zuriickgreifen wollen.

4.4.2 Hilfssatz: Es sei g : D — C holomorph, und U,(a) sei eine Kreis-
scheibe mit U,(a) C D. Gilt dann

l9(a)] < min |g(2)], (4.10)
z€Sr(a)

so hat g eine Nullstelle in U,(a).

Beweis: Wir nehmen an, g habe keine Nullstelle in U,(a). Da g wegen der
vorausgesetzten Ungleichungen (4.10) auch keine Nullstelle am Rand von U, (a)

hat, gilt dies sogar auf einer offenen Umgebung U C D von U, (a). Die Funktion
h(z) := 1/g(z) ist dann holomorph auf U, und die Cauchy’sche Abschéitzung
(4.8) liefert fiir n = 0 die Ungleichung |h(a)| < max.cg, () |2(2)], und damit

1 < max 1 = 1

lg(a)l ~ zesi(a) |g(2)] min |g(z)|
z€Sr(a)

Die hieraus folgende Ungleichung |g(a)| > H§11(1 |g(z)| widerspricht (4.10). W
zedr(a

Beweis von Satz 4.4.1: Da es geniigt, von jeder einzelnen Zusammenhangskom-

ponente von D zu zeigen, dass sie ein offenes Bild besitzt, konnen wir annehmen,

dass D selbst zusammenhéngend und f auf D nicht konstant ist.
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Hierzu betrachten wir einen beliebigen Punkt b € f(D) und einen zugehorigen
Punkt a € D mit f(a) = b. Da f nicht konstant ist, liefert der Satz 4.3.6 {iber
die Isoliertheit der b-Stellen von f eine abgeschlossene Kreisscheibe U,.(a) C D,
in der a die einzige b-Stelle ist. Damit besitzt die stetige Funktion |f(z) — b| fiir
z aus der kompakten Menge S, (a) ein positives Minimum, d.h., es gilt

= i —-b| > 0.
c zégir(la) ‘f(Z) ‘
Um die Inklusion U,/3(b) € f(D) zu zeigen, die offensichtlich den Beweis be-
schliet, wahlen wir einen beliebigen Punkt wy € U,/3(b) und suchen einen
Punkt zg € D mit f(z9) = wo. Mit anderen Worten, wir suchen eine Nullstelle
der Funktion g(z) := f(z) —wp in D, und zwar mittels Hilfssatz 4.4.2. Im Hin-
blick auf die Verifikation der Ungleichung (4.10) stellen wir fest, dass einerseits
fiir alle z € Sy(a) die Beziehung
2
9(:)] = 17(2) ~wol = [7(2) ~ bl ~wo —b] > e~ £ =

gilt, und andererseits [g(a)| = |f(a) — wo| = [b — wo| < 5. Damit ist (4.10)
verifiziert und der Beweis beendet. u

Eine offensichtliche Konsequenz des Satzes 4.4.1 ist der folgende, besonders
einprigsame Satz.

4.4.3 Satz (von der Gebietstreue): Ist f : G — C eine nichtkonstante
holomorphe Funktion und G ein Gebiet, so ist auch f(G) ein Gebiet.

Beweis: Da f(G) als stetiges Bild einer zusammenhéingenden Menge zusam-
menhéngend ist, folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 4.4.1. |

Ein zweiter Problemkreis im Zusammenhang mit den Abbildungseigenschaf-
ten holomorpher Funktionen betrifft das Auftreten von Extremwerten der zu
einer holomorphen Funktion f gehorigen Betragsfunktion |f|. Das grundlegen-
de Resultat hierzu lautet wie folgt.

4.4.4 Satz (vom Maximumprinzip): Gegeben sei ein Gebiet G C C
und eine holomorphe Funktion f : G — C. Dann gilt:

(a) Besitzt die Funktion |f| : G — R ein lokales Maximum in G, so ist f
konstant.

(b) Ist G beschrénkt und f auch noch am Rand von G definiert und stetig,
so gibt es ein a € 0G mit f(a) = max|f(z)].
z€G
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Veranschaulicht man sich wie {iblich den Graphen der Funktion |f|: G — R
als Fliche — noch anschaulicher als ,Gebirge“ — im R? iiber der Ebene R?, so
besagt die Aussage (a) des Satzes 4.4.4, dass es bei einer holomorphen Funktion
in diesem ,Gebirge keine echten ,Gipfel“ gibt. Dass die entsprechende Aussage
fiir reell-analytische Funktionen nicht gilt, zeigt das Beispiel exp(—2?).

4.4.5 Beispiel: Dass auf die Beschrinktheit von G in der Aussage (b) des
Satzes 4.4.4 nicht verzichtet werden kann, zeigt das Beispiel der Funktion

f(2) = exp(expz) , eingeschriinkt auf S:={z€C:—§ <Imz < F}.

Am Rand von S ist die Funktion | f| identisch 1, denn es gilt (vgl. Satz 1.4.7 (d))
|exp(exp(z))| = exp(Re exp(z)) = exp(exp(Re z) cosIm z), und fiir Im z = £5
gilt cosIm z = 0. Léngs der reellen Achse wichst |f| jedoch unbeschriankt. ¢

Beweis von Satz 4.4.4: (a) Nach Voraussetzung gibt es eine Kreisscheibe U, (a)
in G, sodass |f(z)| < |f(a)] fiir alle z € U,(a) gilt. Mit anderen Worten, es gilt
f(2) € Ujp(a)|(0) fiir alle z € U,(a) (sieche Abbildung), also

f(Ur(a)) C Ujpay (0).

Der Punkt f(a) liegt einerseits am Rand der Kreisscheibe Ujf(,(0), anderer-
seits ist er ein Element von f(U,(a)). Damit ist f(a) ein zum Rand der Menge
f(U,(a)) gehoriger Punkt dieser Menge, die daher nicht offen ist. Nach dem
Satz 4.4.3 von der Gebietstreue ist f dann konstant auf U,(a), und nach dem
Identitatssatz sogar auf ganz G.

(b) Da der Fall einer konstanten Funktion f trivial ist, kénnen wir annehmen,
dass f nicht konstant ist. Dann nimmt | f| als stetige Funktion auf der kompakten
Menge G ein globales Maximum an einer Stelle a € G an. Lige der Punkt a in
G, so wire f(a) ein lokales Maximum, und nach Teil (a) wire f auf G konstant,
im Widerspruch zur eingangs gemachten Annahme. Folglich liegt jede Stelle, an
der |f| das globale Maximum annimmt, am Rand von G. |

Dass man im Satz 4.4.4 nicht einfach ,Maximum* durch ,Minimum“ ersetzen
kann, ist leicht zu sehen. Dazu braucht man nur das triviale Beispiel f(z) = z
auf G = C zu betrachten. Die hiermit ersichtliche ,,Asymmetrie“ hat offensicht-
lich ihren Grund in der Tatsache, dass |f| stets nach unten beschrénkt ist, im
Allgemeinen aber nicht nach oben. Es stellt sich daher die Frage, ob es fiir
Funktionen, bei denen |f| das Minimum 0 nicht annehmen kann — das sind of-
fensichtlich genau die Funktionen ohne Nullstellen — ein dem Maximumprinzip
entsprechendes Minimumprinzip gibt. Die uneingeschrinkt positive Antwort auf
diese Frage gibt der folgende Satz.
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4.4.6 Satz (vom Minimumprinzip): Gegeben sei ein Gebiet G C C
und eine holomorphe Funktion f : G — C ohne Nullstelle. Dann gilt:

(a) Besitzt die Funktion |f| : G — R ein lokales Minimum in G, so ist f
konstant.

(b) Ist G beschrinkt und f auch noch am Rand von G definiert und stetig,
so gibt es ein a € OG mit |f(a)| = min|f(z)|.
zeG

Beweis: Man wendet Satz 4.4.4 auf die Funktion 1/f an. |

Wir beschlieften diesen Abschnitt mit einem Riickblick auf den Hilfssatz 4.4.2,
dessen nur voriibergehende Bedeutung jetzt ersichtlich ist. Es handelt sich bei
diesem Hilfssatz ndmlich um einen einfachen Spezialfall des Minimumprinzips,
da die Ungleichung (4.10) nach Satz 4.4.6 (b) fiir eine nullstellenfreie holomorphe
Funktion nicht moglich.

Aufgaben

1. Essei G C C ein Gebiet, und (u,v) : G — R? sei die reelle Darstellung einer holomorphen
Funktion f: G — C.
(a) Zeigen Sie: Hat die Funktion u : G — R ein lokales Maximum in G, so ist sie konstant.
(b) Gilt diese Aussage auch fiir die Funktion v : G — R?

(¢) Kann man in den vorherigen Aussagen ,Maximum® durch ,Minimum® ersetzen?

Hinweis zu (a): Betrachten Sie die Funktion e".

2. Eine auf einem beschrinkten Gebiet G C C definierte Funktion f : G — C habe die
Eigenschaft, dass sie bei Anndherung an den Rand von G gleichmafig gegen oo strebt,
uns zwar in folgendem Sinne: zu jedem M > 0 gibt es ein p > 0 mit |f(2)| > M fiir alle
z € C mit dist (z,0G) < p (hierbei ist dist (z,0G) := infyeoa |z — w).

Zeigen Sie, dass f nicht holomorph ist.
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4.5 Ganze Funktionen und Polynome

Wir wenden uns nun einer Klasse besonders einfacher holomorpher Funktionen
zu, den ganzen Funktionen. Diese sind bekanntlich dadurch ausgezeichnet, dass
sie auf ganz C holomorph sind. Beispiele ganzer Funktionen sind e?, sin z, cos z,
sinh z und cosh z. Insbesondere sind alle Polynome ganze Funktionen.

Ein zentrales Merkmal ganzer Funktionen ist, dass jede ihrer Potenzreihen-
entwicklungen (nach Satz 4.1.1) den Konvergenzradius oo besitzt. Diese Eigen-
schaft hat eine bemerkenswerte Konsequenz, die der folgende beriihmte Satz mit
seinem erstaunlich einfachen Beweis beschreibt.

4.5.1 Satz (von Liouville): Ist eine ganze Funktion beschrinkt, so ist
sie konstant.

Der Beweis dieses Satzes ist so einfach, dass er sich leicht verallgemeinern 13sst
zum Beweis des folgenden Satzes, der eine hinreichende Bedingung dafiir angibt,
dass eine ganze Funktion eine abbrechende Potenzreihendarstellung besitzt und
somit ein Polynom ist. Er enthélt fiir n = 0 den Satz von Liouville als Spezialfall.

4.5.2 Satz (Abbrechende Potenzreihen): Essei f : C — C eine ganze
Funktion, und es gebe ein n € Ny sowie positive Zahlen M, R derart, dass

lf(2)] < M |z|" fiir alle z € C mit |z| > R

gilt. Dann ist f ein Polynom vom Grade < n.

Beweis: Als ganze Funktion besitzt f (il)ach Satz 4.1.1 die auf ganz C giiltige
Potenzreihendarstellung f(z) = Y pe, ! k!(o) z¥ und nach Satz 4.1.5 gilt

k!
k

|F® ()] < &My fir aller > Rund k € N.

Da bei festem k > n die rechte Seite fiir r — oo gegen 0 strebt, gilt £ (0) =0
fiir alle £ > n. Folglich ist f(z) das Polynom ) ;_, f(’:!(o) 2", |

Der Satz von Liouville impliziert, dass es zu jeder nichtkonstanten ganzen
Funktion f eine Folge komplexer Zahlen (zx)ren gibt, fiir die limg_, o 21| = 00
und limg o | f(2x)] = oo gilt. Im Fall der Funktion sinz ist z. B. z; = ki
eine solche Folge, denn es gilt |sinki| = [exp(k) — exp(—k)]/2. Dass im Fall
von Polynomen die Funktionswerte sogar langs jeder gegen oo strebenden Folge
(zk)ken gegen oo streben, ergibt sich aus folgendem Satz.
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4.5.3 Satz (Wachstum von Polynomen): Ist p(z) = > 1_,axz" ein
Polynom n-ten Grades, so gibt es zu jedem € > 0 ein R, > 0 mit

(1 —¢)|anz"| < |p(z)] < (14¢€)|a,z"| fiir alle z € C mit |z| > R..

Beweis: Da der Fall eines konstanten Polynoms (n = 0) trivial ist, konnen wir
n > 1 voraussetzen. Zum gegebenen € > 0 definieren wir 7. := ﬁ ZZ;& |ag|.
Fiir alle z € C mit |z| > R, := max{1,r.} gilt dann

n—1 2|>1 -1
>1 1 21>
|p(z)—an2"’ S Z‘akHZ S (r2|ak|)]2‘" < 5|an|\z|n
k=0 k=

Daraus folgt fiir alle |z| > R.

Ip(z)| <
(1+¢)|ay,2"| |

(1 —¢)]anz"| < lan2"| —|p(2) —anz"| <
< a2+ |p(2) — an2"| <

Die wohl herausragendste Eigenschaft von Polynomen, die in vielen Zusam-
menhéngen eine zentrale Rolle spielt, ist die Existenz und Berechenbarkeit ihrer
Nullstellen. Das im Reellen bekannte Problem, dass es nicht-konstante Polyno-
me ohne Nullstellen gibt — so z.B. 2% 4+ 1 — kann im komplexen Kontext nicht
auftreten. Das grundlegende Resultat hierzu ist der folgende Satz.

4.5.4 Satz (Fundamentalsatz der Algebra): Jedes nicht-konstante
komplexe Polynom hat eine Nullstelle in C.

Beweis: Zu dem mit p(z) bezeichneten, gegebenen Polynom gibt es nach Satz
4.5.3 positive Konstante M und R, sodass |p(z)| > M |z|" fir alle |z| > R
gilt. Nehmen wir nun an, p(z) habe keine Nullstelle in C, so ist die Funktion

f(2) :=1/p(z) ganz, und es gilt

S R WP I
p(z)] = Mlz[" = MR

fiir alle z € C\ Ug(0).

Da f in der kompakten Menge Ur(0) trivialerweise beschrinkt ist, ist f auf ganz
C beschrinkt, und nach dem Satz von Liouville konstant. Dies widerspricht der
Voraussetzung, dass p nicht-konstant ist. |

Der Fundamentalsatz der Algebra impliziert, dass jedes Polynom n-ten Gra-
des genau n Nullstellen besitzt, wenn man jede dieser Nullstellen entsprechend
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ihrer Vielfachheit mehrmals zdhlt, und dass sich jedes Polynom als Produkt von
Polynomen ersten Grades, so genannten Linearfaktoren, schreiben lisst. Diese
landléufig als bekannt angesehenen Tatsachen wollen wir in einem eigenen Satz
formulieren und beweisen.

4.5.5 Satz (Faktorisierungssatz): Jedes Polynom p(z) = > }_,axz"
vom Grad n ist (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutig darstellbar
als Produkt

p(z) = an(z—c1)™(z—c2)™ ... (z—c)™.
Hierbei sind ¢y, . ..,c. € C die paarweise verschiedenen Nullstellen von p,
und mq,...,m, € N sind die zugehdrigen Vielfachheiten, deren Summe

den Wert n ergibt.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass sich p(z) in der Form (z — ¢)¢(z) schreiben
ldsst, wobei ¢ eine Nullstelle von p ist und g ein Polynom vom Grad < n — 1.
Der Rest folgt hieraus mit vollstdndiger Induktion.

Es sei also ¢ eine Nullstelle von p. Mit Hilfe der Binomischen Formel gilt dann

p(z) = zn:ak(zchrc)k = zn:ak[zk:(l;>(zc)k_jcj .

k=0 k=0 j=0
Dieser Ausdruck ldsst sich mit geeigneten Koeffizienten by, ..., b, in die Form
> o br(z — ¢)* bringen, und da p an der Stelle ¢ verschwindet, gilt by = 0.
Folglich kénnen wir p(z) in der Form

p(z) = (2 —¢) Z by (z — ¢)f 1
k=1

darstellen. Mit g(z) := 3"}_, bi (2 — ¢)*~! ist damit der Beweis erbracht. [

Nachdem wir fiir Polynome eine Reihe interessanter Eigenschaften hergelei-
tet haben, wollen wir uns noch kurz den ganzen Funktionen zuwenden, die kei-
ne Polynome sind, den so genannten ganz-transzendenten Funktionen. Die
Funktionen dieser Klasse, deren prominenteste Vertreter e*, sin z und cos z sind,
haben die im folgenden Satz beschriebene bemerkenswerte Figenschaft.

4.5.6 Satz (von Casorati-Weierstrals): Es sei f : C — C eine ganz-
transzendente Funktion. Dann gibt es zu jedem w € C eine Folge komple-
xer Zahlen (zj)ken mit limy o |2x| = 00 und limg_o f(2x) = w.
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Das in diesem Satz beschriebene Verhalten von ganz-transzendenten Funk-
tionen steht in krassem Gegensatz zum Verhalten von Polynomen, die nach
Satz 4.5.3 bei unbeschrinkt wachsenden Argument wie ihre hochsten Potenzen
anwachsen. Ganz-transzendente Funktionen kommen dagegen auferhalb jeder
beliebig grofsen Kreisscheibe jeder komplexen Zahl beliebig nahe. Mit anderen
Worten, fiir jedes R > 0 ist das Bild der Menge C \ Ur(0) unter einer ganz-
transzendenten Funktion dicht in C.

Es gilt sogar eine weiter gehende, aber sehr viel schwerer zu beweisende, Aus-
sage (Satz von Picard), die besagt, dass jede ganz-transzendente Funktionen
aufberhalb jeder Kreisscheibe jede komplexe Zahl, mit hochstens einer Ausnah-
me, als Wert tatsdchlich annimmt. Wie schon die nirgends verschwindende Ex-
ponentialfunktion zeigt, kann bei dieser Aussage auf den Ausnahmepunkt nicht
verzichtet werden.

Beweis von Satz 4.5.6: Um den Beweis indirekt zu fiithren, formalisieren wir die
Behauptung wie folgt: Vw € CVe >0V R > 03z € C\ Ug(0) : |f(2) —w| < e.
Die Widerspruchsannahme besagt also, dass es ein w € C und positive Zahlen
e und R gibt mit

|f(z) —w| > e fiir alle |z| > R.

Hieraus folgt zun#chst, dass alle Nullstellen der Funktion f(z) — w in Ur(0)
liegen, und da f(z) — w nicht konstant ist, gibt es nach dem Identitdtssatz nur

endlich viele Nullstellen ¢, ..., ¢, (oder gar keine) in Ug(0). Bezeichnen wir die
zugehorigen Vielfachheiten der Nullstellen mit my, ..., m,, so ist die Funktion
f(z) —w
o) = LE =Y gicnc
[T(z—=cp)m
p=1

ganz und nullstellenfrei (im Fall ohne Nullstellen sei das Produkt gleich 1).
Das im Nenner von g(z) stehende Produkt ist ein Polynom vom Grad m :=
m1 + ...+ m, > 0, und so existieren nach Satz 4.5.3 positive S und M mit

) ﬁ(z —¢p)™
p=1

Wie g ist auch die Funktion 1/¢g ganz und nullstellenfrei, und es gilt

< M|z|™ fiir alle |z| > S.

[ 1= o)

1 _ p=1 < M

l9(2)] | f(z)—w| €

|z|"  fiir alle |z| > max{R,S}.

Nach Satz 4.5.2 ist 1/g ein Polynom, und da es keine Nullstelle besitzt, ist es
nach dem Fundamentalsatz der Algebra konstant. Dann ist auch g konstant,
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und ist v der Wert von g, so gilt

r

Fz) = wrA Tz =)

p=1

Damit ist f ein Polynom, im Widerspruch zur Voraussetzung, dass f ganz-
transzendent ist. [ |

Aufgaben

1. Gegeben sei ein reelles Polynom p(z) = ao + a1z + ... + a,z™. Zeigen Sie:
(a) Ist ¢ eine komplexe Nullstelle von p, so auch €.
(b) Fiir reelles = ldsst sich p(z) als Produkt reeller Polynome vom Grad < 2 darstellen.

2. Beweisen Sie den Fundamentalsatz der Algebra mit Hilfe des Satzes {iber das Wachstum
von Polynomen und des Minimumprinzips (ohne Verwendung des Satzes von Liouville).
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4.6 Hauptsatz der Cauchy’schen Theorie

Die in den vorherigen fiinf Abschnitten erzielten Ergebnisse basieren sdmtlich
auf dem am Ende des Kapitels 3 hergeleiteten Cauchy’schen Integralsatz fiir
Sterngebiete (Satz 3.4.1) und der hieraus abgeleiteten Cauchy’schen Integral-
formel fiir Kreisscheiben (Satz 3.4.4). Im Hinblick auf weiter gehende Anwen-
dungen beschliefien wir das gegenwértige Kapitel 4 mit einer Verallgemeinerung
der beiden genannten Sitze. Dabei geht es einerseits darum, den Cauchy’schen
Integralsatz von der Voraussetzung zu befreien, nur auf Sterngebieten giiltig zu
sein, und andererseits fiir die Cauchy’sche Integralformel (3.22) die Beschrén-
kung auf Kreisscheiben aufzuheben.

Um diese Ziele zu erreichen, miissen wir zunédchst kldren, wie man mit ana-
lytischen Mitteln feststellen kann, ob ein geschlossener Weg ~ : [a, b] — C einen
nicht auf diesem Weg liegenden Punkt z ,umrundet” oder nicht, und wie oft dies
gegebenenfalls geschieht. Zu diesem Zwecke betrachten wir die komplexe Zahl
bzw. Funktion

w(z) = ;m/cdfz w, : C\ y(a,B]) — C, (4.11)

die man die Umlaufzahl, auch Windungszahl oder Index, von «y beziiglich z
nennt. Dass diese im Moment noch nicht einsichtige Namensgebung gerechtfer-
tigt ist, wird sich im Folgenden erweisen. Immerhin zeigt ein Riickblick auf den
Satz 3.2.8, dass im Fall eines einmal im positiven Sinne durchlaufenen Kreises
Sr(a) die Umlaufzahl w,(2) fiir jeden Punkt aus U,(a) gleich 1 ist, und O fiir
jeden Punkt aus C\ U, (a).

Bevor wir einige grundlegende Eigenschaften der Umlaufzahl herleiten, sei
an den unmittelbar einsichtigen Sachverhalt erinnert, dass ein geschlossener
Weg v : [a,b] — C die komplexe Zahlenebene disjunkt in die kompakte Menge
v([a, b]) und die offene Menge C \ v([a, b]) zerlegt. Die Menge C \ v([a, b]) wie-
derum besteht aus mehreren (endlich viele, mindestens zwei) Zusammenhangs-
komponenten, von denen in jedem Fall genau eine unbeschrénkt ist, ndmlich
diejenige, die das Aufere aller Kreisscheiben enthélt, in der die Menge ~([a, b])
liegt.

4.6.1 Satz (Eigenschaften der Umlaufzahl): Fiir jeden geschlossenen
Weg v in C hat die (4.11) definierte Umlaufzahl folgende Eigenschaften:

(a) Sie besitzt nur ganzzahlige Werte.
(b) Sie ist auf jeder Zusammenhangskomponente von C\~y([a, b]) konstant.

(c) Sie verschwindet auf der unbeschriankten Zusammenhangskomponente
von €\ 5([a, b]).
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Beweis: (a) Wir betrachten fiir ein festes z € C\y([a, b]) die auf [a, b] definierten
Hilfsfunktionen

h(t) := exp (/atfy(j-gTEsz) und g¢(t) = 7(?)(12 o

Der Nachweis der Ganzzahligkeit von w,(z) reduziert sich damit auf den Be-
weis der Beziehung h(b) = 1, denn einerseits gilt h(b) = exp(w,(z) - 27i), und
andererseits nimmt die Funktion exp genau an den ganzzahligen Vielfachen von
271 den Wert 1 an (siehe Satz 1.4.7).

Um h(b) = 1 zu zeigen, schliefen wir von h(t) = h(t)%(t)/(y(t) — z) auf

o W) (9 (1) — 2) — h(6)A(t)
g(t) - o 2
(v(t) = 2)
Folglich ist g(t) konstant, etwa gleich ¢, und damit gilt h(t) = c(y(t) — 2) fiir
alle t € [a,b]. Wegen v(a) = ~(b) impliziert dies h(b) = h(a) = €* = 1.

(b) Wegen des Zwischenwertsatzes und der in (a) bewiesenen Ganzzahligkeit von
w~ (%) gentigt der Nachweis der Stetigkeit von w(2). Um diese zu zeigen, wéhlen
wir einen beliebigen Punkt zg € C\ ’y([a, b]) und betrachten den Ausdruck

i) —wGol = | [ [0 25 )] = ol [ =g

fir alle z € C\ y([a,b]). Da die fiir alle t € [a,b] erkldrte Funktion |v(t) — 20|
stetig und stets positiv ist, besitzt sie ein positives Minimum m, und daher gilt
fiir alle 2 € U, /2(20) (siehe Abbildung)

= 0 fiir alle ¢ € [a,b].

(8 =21 > 17(0) = 20l = |z — 2 = m—"2 = T > 0.

Insgesamt gilt damit fiir alle 2 € Uy, 2(20) die Abschétzung

(3.10) z— 29 4L(v)
l03(2) —wn (o) < L) e | oy o n e =2y | S T

aus der sich sofort die Stetigkeit der Funktion w, an der Stelle 2z ergibt.

|Z_ZO‘>

(c) Wegen der in (b) bewiesenen Konstanz von w, auf der unbeschrankten Zu-

sammenhangskomponente von C \ v([a, b] brauchen wir dort nur einen einzigen

Punkt zu finden, an dem die Funktion w. verschwindet. Wir wihlen hierzu ein

beliebiges zg € C, sodass |z9 —y(t)| > L(~) fiir alle ¢ € [a, b] gilt. Diese Wahl ist

wegen der Beschréanktheit von «(t) offensichtlich méglich. Fiir zp gilt dann
(3.10) 1 1 1

< L(v _ — <1
wn(o)] < on L) max T S o < b

A

und da w,(z0) ganzzahlig ist, bedeutet dies w.(zg) = 0. |
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Die Konstanz der Umlaufzahl auf den Zusammenhangskomponenten der Men-
ge C\ v([a,b]) haben wir im vorherigen Beweis dadurch gezeigt, dass wir die
in (4.11) definierte Funktion w,(z) als stetig nachgewiesen haben. Auf diese
Stetigkeit, die wir fortan als einfache Folgerung aus der Aussage (b) des Satzes
4.6.1 ansehen konnen, sei an dieser Stelle ausdriicklich hingewiesen.

Mithilfe der Umlaufzahl fithren wir fiir jeden geschlossenen Weg ~y : [a,b] — C
die folgenden — eigentlich geometrisch anmutenden — Bezeichnungen ein:

Inty = {z€C\7(la,b]) : wy(z) #0}, Inneresvon~y, (4.12)
Exty := {z€C\([a,b]) : wy(2) =0}, AuReresvon~y. (4.13)
Hieraus folgt sofort, dass sich die komplexe Zahlenebene mithilfe eines Weges ~

in der Form
Inty U v([a,b]) U Exty = C (4.14)

als disjunkte Vereinigung darstellen ldsst. Ferner haben Int+y und Ext~y die
folgenden topologischen Eigenschaften (Ubungsaufgabe):

Int v ist offen und beschrankt ,

Ext~y ist offen und unbeschrankt,

dlnty C v([a,b]) , OExty C ([a,b]),

v([a,b]) € U,(0) = Inty C U,(0), C\ U,(0) C Ext~.

Im Hinblick auf die nun zu beweisende Verallgemeinerung des Cauchy’schen
Integralsatzes und der Cauchy’schen Integralformel spielen diejenigen Wege v
eine besondere Rolle, fiir die in Bezug auf eine vorgegebene offene Menge D C C
die Beziehung Inty C D gilt. Solche Wege heifsen nullhomolog in D. Ein
kreisformiger Weg S, (0) ist offensichtlich nullhomolog in C, aber nicht in C\ {0}.

4.6.2 Satz (Hauptsatz der Cauchy’schen Theorie): Ist D eine offene
Teilmenge von C und 7 : [a,b] — D ein geschlossener Weg, so sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) Der Weg ~ ist nullhomolog in D.
(b) Fiir alle holomorphen Funktionen f: D — C gilt [ f(z)dz=0.
(c) Fiir alle holomorphen Funktionen f : D — C gilt

w,(2) f(z) = ;m/ Cf(f)z d¢ fiiralle z € D\y([a,b]).  (4.19)
v

Beim Beweis dieses Satzes benttigen wir an zwei Stellen einen technischen
Sachverhalt, den wir vorweg als Hilfssatz bereitstellen.
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4.6.3 Hilfssatz: Gegeben sei ein Weg 7y : [a,b] — C, eine offene Menge
D C C und eine stetige Funktion g : v([a,b]) x D — C. Dann ist

h(z) :z/g((,z)d{, h:D—C
g

holomorph, falls g(C,-) : D — C fiir jedes ¢ € v([a, b]) holomorph ist.

Beweis: Nach Satz 4.2.1 geniigt es zu zeigen, dass [, h(z) dz = 0 ist fiir jedes
Dreieck A C D. Sei also A ein solches Dreieck, und § : [¢,d] — D sei eine
Parametrisierung von 0A. Dann gilt

/Mh(z) dz = /M [Ag(c,n) ac| dn = /cd [/abg(’y(t),é(s))*y(t)é(s) ] ds.

Indem man den komplexen Integranden in Real- und Imaginérteil zerlegt, dann
den Satz von Fubini der reellen Analysis verwendet, und schlieflich Real- und
Imaginéarteil wieder zusammenfiigt, erhdlt man

/8 ) dz = /:[ /Cdg(V(t)75(8))"Y(t)5(s)ds} dt = L | /a R ) dc.

Da ¢((, -) nach Voraussetzung fiir jedes ¢ € y([a, b]) holomorph ist, verschwindet
das Integral [, 9(¢,n)dn =0 fiir all diese ¢. Damit gilt [, h(z)dz=0. W

Beweis des Satzes 4.6.2: Die Schwierigkeit des Beweises liegt im Nachweis, dass
(a) hinreichend fiir (b) und (c¢) ist. Wir verifizieren daher zunéchst die einfachen
Implikationen (¢) = (b) und (b) = (a), und dann (a) = (c).

c) = (b): Gegeben sei eine beliebige holomorphe Funktion f : D — C. Dann ist
bei festem zp € D \ v([a, b]) auch die Funktion h(¢) := (¢ — z0) f(¢) holomorph

auf D, und Anwendung der Formel (4.19) fiir z := zp auf h(() liefert wegen
h(zo) = 0 die Beziehung fv f(¢)d¢=0.

(b) = (a): Fiir jeden Punkt z € C\ D ist die Funktion f(¢) := 1/(¢ — %)
holomorph in D. Nach Voraussetzung (b) gilt dann

_ R S )
O_K,f(OdC_/VC—Z 27mi - wy(z) firalle z€ C\ D.

Damit verschwindet w. auferhalb von D, d.h., es gilt Inty C D.

a) = (c): Nachdem man lange nach einem einfachen Beweis fiir diese Impli-
kation gesucht hatte, erschien im Jahre 1971 die Publikation ,,A brief proof of
Cauchy’s integral theorem* von J. D. Dixon in den ,Proceedings of the American
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Mathematical Society* 29 (1971), Seiten 625-626. Wir orientieren uns an diesem
Beweis, der auf folgender Idee beruht. Man formt die zu beweisende Identitét
(4.19) so um, dass sie mit einer geeigneten holomorphen Hilfsfunktion hp als
Identitat hp(z) = 0 auf D erscheint. Diese Identitdt wiederum verifiziert man,
indem man hp zu einer ganzen Funktion hc fortsetzt, von der man mit Hilfe
des Satzes von Liouville zeigt, dass sie identisch verschwindet.

Wir unterteilen den Beweis der Implikation (a) = (¢) in vier Schritte.

1. Schritt (Umformung von (4.19)): Mit Hilfe der fiir alle ({, z) € D x D erklarten

Funktion 10— £(2)
EACY AC) fir z
9(C, 2) = (—z ir (72, (4.20)
f'(2) fir ( =z,

deren Stetigkeitsbeweis wir im 4. Schritt nachtragen, definieren wir die nach
Hilfssatz 4.6.3 holomorphe Funktion

hp(z) = /g((, z)d¢, hp:D—C. (4.21)
g
Wegen (4.11) ist die zu beweisende Identitat (4.19) dann gleichwertig mit
hp(z) =0 firalle z€ D. (4.22)

2. Schritt (Fortsetzung von hp zu einer ganzen Funktion hc): Wir definieren
zunéchst die Hilfsfunktion

hE(z):/Cf(_CldC, hg : Exty — C,
8!

deren Holomorphie sich aus dem Hilfssatz 4.6.3 ergibt. Da fiir alle z € Ext v die
Bezichung [ gdfz = 0 gilt, folgt aufgrund von (4.20) und (4.21)

hp(z) = hg(z) firalle z € DNExt~y.

Da die Voraussetzung (a) besagt, dass Inty C D gilt, hat die Beziehung (4.14)
zu Folge, dass D U Extvy ganz C ist. Daher wird die Funktion hp durch die
Festsetzung

hp(z) firze D,

hg(z) fir z € Exty

he(z) == {

zu einer auf ganz C holomorphen Funktion h¢ fortgesetzt.

3. Schritt (Nachweis, dass hc identisch verschwindet): Da es ein 7 > 0 gibt mit
Inty C U,(0), stimmen hc(z) und hg(z) aukerhalb von U,(0) iiberein. Daher
gibt es ein g € [a,b], sodass folgende Abschitzung fiir alle |z| > r gilt:

|hC(Z)‘ = |hE(Z)| (3%0) L(’y) max M — L(’y) M

tefad] [Y(t) — 2] n(to) — 2] (4.23)
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Fiir alle |z| > 2r gilt dann |y(to) — 2| > |z]| — |y(to)| > 2r —r = r, und das
bedeutet, dass hc fiir alle | z| > 27 und folglich auf ganz C beschrénkt ist. Nach
dem Satz von Liouville ist Ac dann konstant, und da die rechte Seite von (4.23)
fiir |z| — oo gegen 0 strebt, ist hc identisch 0.

Wie eingangs erwihnt, ist damit — bis auf den Nachweis der Stetigkeit der
Funktion (4.20) — der Beweis der Implikation (a) = (c¢) und damit des Satzes
4.6.2 abgeschlossen. Es bleibt also noch der

4. Schritt (Nachweis der Stetigkeit von ¢((,2)): Da die Stetigkeit von g(¢, 2)
in jedem Punkt (¢,2) € D x D mit ¢ # z offensichtlich ist, brauchen wir nur
noch die Punkte der Form (z,z) € D x D zu untersuchen. Sei also (zg, 2¢) ein
solcher Punkt und r > 0 so gewéihlt, dass U,(z9) C D gilt. Fur alle ((,z2) €
U, (20) x Uy(z0) gilt dann (siehe Satz 3.3.1 und Korollar 3.3.2)

/[ =S Gl = 5Q) = 1)~ )6 =)
’ = [9(¢,2) — 9(z0,20)] (¢ = 2) -

Hieraus folgt mit der Integralabschitzung (3.10)

)

19(¢, 2)—9(20, 20) | < |<_Z‘ ‘/{ZC "(20)] dn‘ max | (1)~ f'(z0)

und die rechte Seite dieser Ungleichung strebt wegen der Stetigkeit von f’ fiir
(¢,2) = (20,20) gegen 0. m

Neben den im Hauptsatz 4.6.2 der Cauchy-Theorie beschriebenen Verall-
gemeinerungen der Ergebnisse des Abschnitts 3.4 gilt jetzt auch die folgende
Verallgemeinerung der Cauchy’schen Integralformel (4.2) fiir Ableitungen: Ist
f + D — C eine holomorphe Funktion und ~ : [a,b] — D ein geschlossener,
beziiglich D nullhomologer Weg, so gilt fiir jedes n € N (Ubungsaufgabe)

wo(2) fM(2) = n!,/(gf(zc))nﬂdc fiir alle z € D\ v([a,b]) |. (4.24)

211

Nachdem die Umlaufzahl auf analytischem Wege eingefiihrt wurde, besteht
jetzt das Bediirfnis, diesen geometrisch anmutenden Begriff zu veranschaulichen.
Zu diesem Zweck fithren wir folgende Bezeichnungen ein. Sind v : [a,b] — C
und 2 : [b,c] — C zwei Wege mit v1(b) = ~2(b), so bezeichnen wir mit
M + 72 ¢ [a,¢] — C den Weg, der auf [a,b] mit v und auf [b, ¢] mit o iiber-
einstimmt. Entsprechend werden ,Summen® von mehr als zwei Wegen gebildet.
Ferner bezeichnen wir fiir einen Weg « : [a,b] — C mit —v : [a,b] — C den
Weg, der die Menge 7([a,b]) in umgekehrter Richtung durchliuft, d.h., es gilt
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—(t) = v(a + b —t). Unter der ,Differenz* v; — v2 zweier Wege verstehen wir
schlieflich die ,.Summe* von ~; und —7s.

Aufgrund einschliagiger Rechenregeln fiir Kurvenintegrale (Folgerung 3.1.1
und Satz 3.2.6) gilt fiir zwei geschlossene Wege 71 und 2

Weyy 445 (2) = Wy, (2) + way(2) | fiir alle z € C\ (v1([a, b)) Uv2([b, c])). (4.25)

Entsprechend gilt fiir einen einzelnen geschlossenen Weg v

w_(2) = —wy(2) | firalle z€C\ (y([a,b]). (4.26)

Wir wollen nun erkldren, wie man auf anschauliche Weise die Werte der Um-
laufzahl eines geschlossenen Weges 7 : [a,b] — C in den einzelnen Zusammen-
hangskomponenten der Menge C \ ([a,b]) bestimmen kann. Wir wihlen dazu
einen beliebigen Punkt zg auf der Kurve, der kein , Kreuzungspunkt* ist, zu dem
es also nur ein ¢y € [a,b] gibt mit y(tp) = 2z¢. Als Néchstes wihlen wir um zp
eine Kreisscheibe U,(z9) mit der Eigenschaft, dass der in U,(2o) liegende Teil
der Kurve v, den wir mit g bezeichnen, die Kreisscheibe disjunkt in drei Teile
zerlegt (siehe Abbildung), ndmlich den (beziiglich der Orientierung der Kurve)
Hinken“ Teil Uy, das von g gebildete Kurvenstiick, und den mit U, bezeichneten
yrechten” Teil. Wir behaupten nun, dass die Umlaufzahl in Uy um 1 gréfer ist
als in U,, d.h.,

wy(20) = wy(z,) +1 firalle 2, € Uy, 2 € U, . (4.27)

Zur Begriindung zerlegen wir die Kurve v so in zwei Teile, dass v = v1 + Yo
gilt. Ferner bezeichnen wir den im Anfangspunkt von 7 beginnenden und im
Endpunkt von 7y endenden, positiv orientierten Teilweg von S,(20) mit x,, und
den entsprechend negativ orientierten Teilweg mit k. Bezeichnen wir zudem
mit v, bzw. 7y, die geschlossenen ,,Umwege" 7, := Kk, +y1 bzw. ¢ := k¢ + 71, SO
gilt

w(20) = wy, (20) und wy(z) = w,(2), (4.28)

denn wegen zp € Ext (70 — ) gilt zunéchst wy,—g, (2¢) = 0 und damit

Wy (20) = Wygtm (20) = Wyg—pytrptm (20)
= w’YO_Hﬂr (ZZ) + wﬁr"‘fyl (’Z€> = w'}’r (ZE) :
Die zweite Beziehung in (4.28) zeigt man analog. Des Weiteren gilt

Wy, (2¢) = wy,(2r), (4.29)

denn zy und z, liegen in der gleichen Zusammenhangskomponente der von -,
erzeugten Zerlegung von C. Schlieblich gilt noch

Wy, (2r) = Wy, (2) +1, (4.30)
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denn wegen Satz 3.2.8 gilt wy, —x,(2r) = 1 und damit

w%-(zr) = wm-i—vl(zr) = wm-—m-ﬁ-m—f—w('zr)

= Wr,—ry (21) + Wigpyy (20) = 1+ w0y, (2r) -
Insgesamt erhalten wir dann

4.28 4.29 4.30 4.28
wy(ze) 2w, (20) 2w, (50) 2w () +1 2 w0y (2) + 1.

Damit ist die zu beweisende Identitéat (4.27) nachgewiesen.

Als Merkregel zur Bestimmung der Umlaufzahl einer geschlossenen Kurve
fiir nicht auf dieser Kurve liegende Punkte gilt ,,rechts vor links®: Uberquert
man die als ,Einbahnstrafte* betrachtete Kurve so, dass der ,Verkehr* auf der
Kurve von links kommt, so erh6ht sich die Umlaufzahl um 1, kommt der ,Ver-
kehr dagegen von rechts, so erniedrigt sie sich um 1 (siehe Abbildungen).

Aufgaben

1. Fiir das Innere Int v und AuRere Ext v eines geschlossenen Weges  : [a,b] — C zeige man:
(a) Int~y ist offen und beschrinkt,
(b) Ext-y ist offen und unbeschrinkt ,
(c) dInty C y([a,b]) und OExty C y([a,b]),
(d) ([a,b]) CU(0) = Inty C Ur(0) und C\ Ur(0) C Extry.

2. Zeigen Sie: Ist f: D — C eine holomorphe Funktion und 7 : [a,b] — D ein geschlossener
nullhomologer Weg, so gilt fiir jedes k € N

wy(2) fP(2) = ﬂ/ &dg“ fiir alle z € D\ v([a, b]) .

2mi )., (¢ — z)k+1

3. Esseiy: [a,b] — C\ {0} ein geschlossener Weg und f,(z) := 2" fiir z € C und n € N.
Beweisen Sie die Beziehung
w,ov(0) = nwy(0).

4. Gegeben sei der mit Hilfe zweier C'-Funktionen w : [a,b] — R und 7 : [a,b] — RT auf
einem Intervall [a, b] definierte Weg ~(¢) := r(t) exp(2miw(t)). Beweisen Sie die Formel
b

d
ﬁ/ﬂy% = ilnr—) + w(b) —w(a),

7w r(a)

und geben Sie damit eine geometrische Interpretation der Umlaufzahl.



5 Isolierte Singularitaten

Nachdem wir im vorherigen Kapitel holomorphe Funktionen hauptséichlich im
Inneren ihres Definitions untersucht haben, wenden wir uns jetzt ihrem Verhal-
ten am Rande zu, insbesondere in der Néhe isolierter Randpunkte. Im Gegensatz
zum Reellen lassen sich diese so genannten isolierten Singularitdten im komple-
xen Kontext in einfacher Weise klassifizieren und im Rahmen einer eleganten
Theorie untersuchen. Neben weit in die Funktionentheorie reichenden Anwen-
dungen dieser Theorie liefern einige Ergebnisse auch Berechnungsmdoglichkeiten
fiir uneigentliche Integrale und Reihensummen der reellen Analysis.

5.1 Grundlegende Eigenschaften

Das Studium holomorpher Funktionen in der Nihe isolierter Randpunkte ihres
Definitionsbereichs basiert auf folgenden Begriffsbildungen.

5.1.1 Definition: Es sei f : D — C eine holomorphe Funktion mit der
FEigenschaft, dass es einen Punkt zyp € C\ D mit einer punktierten Um-
gebung U,(z0) C D gibt. Ein solcher Punkt heift isolierte Singularitit
von f. Speziell nennt man ihn

(a) hebbare Singularitdt, wenn lim,_.,, f(z) existiert,
(b) Pol, wenn lim,_,, |f(z)| = oo gilt,

(c) wesentliche Singularitét, wenn er weder hebbar noch ein Pol ist.

Augenscheinlich liefert diese Definition eine vollstindige Klassifikation der
isolierten Singularitdten, d.h., jede solche Singularitit ist entweder hebbar, oder
ein Pol, oder wesentlich. Fiir eine Veranschaulichung der drei moglichen Typen
isolierter Singularitidten verweisen wir auf die Abbildung.

5.1.2 Beispiele: Die fiir alle z € C\ {1} definierte Funktion

22—

hat bei 1 eine hebbare Singularitét ,
y —
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denn sie besitzt wegen (22 —1)/(z — 1) = z +1 fiir 2 — 1 den Grenzwert 2. Die
zur vorherigen reziproke , fiir alle z # +1 definierte, Funktion

z—1

22 -1

hat bei —1 einen Pol und bei 1 eine hebbare Singularitat ,

denn wegen (z — 1)/(2%2 — 1) = 1/(z + 1) strebt der Betrag dieser Funktion fiir
z — —1 gegen oo, wihrend die Funktion bei 1 den Grenzwert 1/2 besitzt.

Als Nichstes betrachten wir drei aus naiver Sicht sehr &hnliche, dem Wesen
nach aber grundverschiedene Funktionen. In folgender Ubersicht ergibt sich der
jeweilige Holomorphiebereich sofort aus der Tatsache, dass der Sinus nur an den
ganzzahligen Vielfachen von 7 verschwindet:

1 hat Pole bei kr fiir alle k € Z,

sin z

sin% hat eine wesentliche Singularitit bei 0,

hat keine isolierte Singularitét bei 0.

—_

sin
Die Aussage zur ersten Funktion ist aufgrund der Verteilung der Nullstellen
des Sinus offensichtlich. Die Singularitdt 0 der zweiten Funktion ist isoliert und
wesentlich, da die Funktion sin1/z fiir z — 0 nicht konvergiert, und auch der
Betrag dieser Funktion fiir 2 — 0 nicht gegen oo strebt. Die Singularitdt 0 der
dritten Funktion ist schlieftlich noch nicht einmal isoliert, denn sie ist Haufungs-
punkt der Menge der isolierten Singularititen 1/kw, k € Z. O

Unser néchstes Ziel ist es, fiir die drei Typen isolierter Singularititen jeweils
alternative Charakterisierungen anzugeben. In diesem Zusammenhang erweist
sich die Redewendung, eine Funktion f sei beschrinkt in der Nihe einer
isolierten Singularitiit 29, wenn es eine punktierte Umgebung U, (z9) von zo
gibt, in der f beschrinkt ist.

5.1.3 Satz (Charakterisierungen hebbarer Singularititen): Es sei
f + D — C holomorph, und zy € C sei eine isolierte Singularitit von f.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) zo ist hebbare Singularitidt von f, d.h., es existiert lim,_,., f(2).
(b) Es gilt lim,_,, (z — 20)f(2) =0.

(c) f ist nach {20} stetig fortsetzbar.

(d) f ist nach {29} holomorph fortsetzbar.

(e) f ist in der Néihe von zy beschrankt.
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Beweis: Da nach dem Fortsetzungssatz 4.3.1, angewandt auf die einpunktige
Menge A := {29}, die Aussagen (b) bis (e) dquivalent sind, geniigt es festzustel-
len, dass (a) offensichtlich hinreichend fiir (b) und notwendig fiir (c) ist. |

Ist zg eine isolierte Singularitéit einer Funktion f, die nicht hebbar ist, so ist
f(2) bei Anndherung von z an zg nicht beschrénkt. Es stellt sich daher die Frage,
ob es vielleicht eine natiirliche Zahl n gibt, sodass das Produkt (z — 29)"f(2)
in der Nidhe von 2y beschrinkt ist. Dass dies in der Tat zutrifft, und dass man
anhand dieser Uberlegung die Pole weiter klassifizieren kann, besagt der folgende
Satz.

5.1.4 Satz und Definition (Klassifikation von Polen) : Ist zy ein Pol
einer holomorphen Funktion f : D — C, so existiert die natiirliche Zahl

n = min{k € N: (z — 20)*f(2) ist in der Nihe von zy beschrankt} .

Sie heifst Ordnung oder Vielfachheit des Pols zg, und zy heikt n-facher
Pol, oder auch Pol n-ter Ordnung.

Beweis: Aus der Voraussetzung, dass f bei zp einen Pol besitzt, folgt die FExis-
tenz einer punktierten Kreisscheibe UT(zo) C D, in der f nullstellenfrei ist.
Daher ist 1/f in Uy (z) holomorph. Ferner gilt lim, .., 1/f(z) = 0. Nach Satz
5.1.3 besitzt 1/f dann eine in U,(z9) holomorphe Fortsetzung h. Da h nicht
identisch verschwindet und bei 2y eine Nullstelle besitzt, gibt es ein eindeu-
tig bestimmtes n € N (die Vielfachheit der Nullstelle zp) und eine holomorphe
Funktion

g:Ur(20) = C  mit h(z) = (2 —20)"g(z) und g(z0) #0.
Waéhlen wir nun eine Kreisscheibe Ug(zg) mit 0 < s < r, auf der g keine Nullstelle
besitzt, so gilt
1 1

f(z) = ho) = )9 fiir alle z € Us(20) .

Fiir die in Us(z) definierten und holomorphen Funktionen

z— zo)k_”

o(2) keN

filz) = (2= 20" f(2) = ¢
gilt dann: Fiir jedes k > n > 1ist fi(2) in der Nédhe von zy beschréankt, wihrend
im Fall n > 2 jede der Funktionen f1(2),..., fn—1(2) bei Anndherung von z an
zo unbeschrankt ist. |
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Wie der vorherige Beweis zeigt, ist ein n-facher Pol einer Funktion f eine
n-fache Nullstelle der reziproken Funktion 1/f, und umgekehrt. Diese fiir den
Umgang mit Polen zentrale Eigenschaft ist Teil der Aussagen des folgenden
Satzes.

5.1.5 Satz (Charakterisierungen von Polen n-ter Ordnung): Es
sei f: D — C holomorph, und zy € C sei eine isolierte Singularitit von f.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent :

(a) zo ist ein Pol n-ter Ordnung von f, d.h., n ist die kleinste natiirliche
Zahl, sodass (z — z0)" f(z) in der Néhe von zy beschréinkt ist.

(b) Es gibt eine holomorphe Funktion g:DU{zp} — C mit g(z¢) # 0 und

9(2)

( D filr alle z € D.
Z— 20

f(z) =

(c) Es gibt eine holomorphe Funktion h : U,(z0) — C mit einer Nullstelle
n-ter Ordnung im Punkt zy und folgender Eigenschaft: h ist in U,(zp)
nulistellenfrei, und es gilt

flz) = L firalle » e Ur(z).

(2)

(d) Es gibt eine punktierte Kreisscheibe U,(z9) € D und positive Kon-
stanten m und M mit folgender Eigenschaft:

L e p—_

< 7’ E fiir alle z € U, ().
Z— 20

|z — zo|™

Beweis: Wir beweisen der Reihe nach (a) = (b) = (¢) = (d) = (a).

a) = (b): Da (z—20)" f(#) in der Ndhe von zp beschrénkt ist, gibt es nach Satz
5.1.3 eine holomorphe Funktion g : D U {zp} — C mit

9(z) = (z—20)"f(z) firalle z€ D.

Um die noch ausstehende Beziehung g(zp) # 0 zu zeigen, nehmen wir an, es
sei g(z0) = 0. Dann gibt es eine holomorphe Funktion g : D U {20} — C mit
9(z) = (2 — 20) g(2) und folglich

3(2) = (z—20)" ' f(2) fiiralle z€ D.

Das bedeutet, dass die Funktion (z — 29)" ! f(z) in der Nihe von zg beschrinkt
ist, im Widerspruch zur Minimalitdt von n.
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b) = (c): Wegen ¢g(z9) # 0 ist g in einer Kreisscheibe U,(z0) € D U {20}
nullstellenfrei, und daher leistet die auf U,(zp) holomorphe Funktion h(z) :=
(z — 20)"/g(z) das Gewlinschte.

(c) = (d): Wir wihlen eine kompakte Kreisscheibe Us(z0) C U, (zp) derart, dass
h(z) = (z — z0)"g(z) fir alle z € Us(zp) gilt mit einer nullstellenfreien Funktion
g(z). Setzen wir dann

m := min >0, M := max 1
2€U4(z0) |9(2)] =€Ua(z0) [9(2)]

> 0,

so folgt die behauptete Ungleichung aus der fiir alle z € Us(2p) giiltigen Identitét

— 1 = 1 1 :
’f()’_ ‘h<2)| ‘z—Zo|n ]g(z)\

d) = (a): Aus der fiir alle z € U,(zp) giiltigen Bezichung |(z — 20)"f(2)| < M
folgt sofort, dass die Funktion (z — 29)" f(z) in der Nahe von zy beschriankt ist.

Auf der anderen Seite ist wegen |(z — 20)" "1 f(2)| > m|z — 20| ™! die Funktion
(z — 20)" 1 f(2) bei Anniherung von z an zp nicht beschrinkt. |

Nachdem wir in den Sétzen 5.1.3 und 5.1.5 zahlreiche notwendige und hin-
reichende Bedingungen fiir hebbare Singularitdten bzw. Pole angegeben haben,
bleiben noch die wesentlichen Singularitéten. Diese werden im folgenden Satz
behandelt, der wie der Satz 4.5.6 {iber das Verhalten ganz-transzendenter Funk-
tionen auch nach Casorati-Weierstrafs benannt wird.

5.1.6 Satz (Charakterisierungen wesentlicher Singularititen): Es
sei f : D — C holomorph, und zy € C sei eine isolierte Singularitét von f.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) zo ist eine wesentliche Singularitit, d.h., weder hebbar noch Pol.

(b) Das Bild f(U,(2)) jeder punktierten Kreisscheibe U,(z9) C D liegt
dicht in C.

(c) Es gibt eine gegen zy konvergierende Folge von Punkten z € D, fiir
die der Grenzwert limg_,o f(z) nicht existiert, und fiir die auch die
Beziehung limy, . | f(21)| = oo nicht gilt.

Beweis: Da die Implikationen (b) = (¢) = (a) trivial sind, bleibt nur (a) =
(b) zu zeigen. Wir nehmen an, (b) gelte nicht. Dann existiert eine punktierte
Umgebung U,(z9) C D, sodass f(U,(z0)) nicht dicht in C ist. Folglich gibt es
eine Kreisscheibe Us(b) in C mit f(U,(20)) N Us(b) =0, d.h.

|f(z) —=b| > s fiir alle z € Up(2).
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Daher ist die Funktion
I
f(z) =0

holomorph, und sie hat, da sie beschrinkt ist, nach Satz 5.1.3 eine hebbare
Singularitdt im Punkt zg. Also existiert der Grenzwert lim,_,., g(z). Dann hat
aber die Funktion

g9(z) = , g Ur(zo) —C

1 .
f(z) =b+——, f:Ur(20)—C,
9(2)
je nachdem ob der Grenzwert lim,_,,, g(z) gleich 0 ist oder nicht, einen Pol
oder eine hebbare Singularitdt im Punkt zg. In jedem Fall erhalten wir also
einen Widerspruch. |

5.1.7 Beispiel: Die holomorphe Funktion

1

fz) = e (1), fic\{o}—c
hat im Nullpunkt eine wesentliche Singularitdt. Am einfachsten erkennt man
dies an den beiden reellen Grenzwerten

fim 1() = fim et = ool £ = Jim e = 0.
die zeigen, dass 0 weder eine hebbare Singularitét noch ein Pol ist. Wir kénnen
jedoch auch die im Satz 5.1.6 beschriebene Eigenschaft, dass jede komplexe Zahl
der Grenzwert einer geeigneten Folge von Funktionswerten ist, und zwar in einer
besonders bemerkenswerten Form, direkt nachpriifen. Fiir jedes w € C\ {0} und
alle k € Z gilt namlich (siehe (1.18) und (1.19))

1 ) ) .
=e 1 e a e 2k = w,
f(ln|w|—|—iargw—|—2k:7ri Xp( n]w|) P (l rgw) Xp( m) v
und das besagt, dass w nicht nur der Grenzwert einer Folge f(zx) mit 2z — 0
fiir £ — oo ist, sondern dass w in jeder Umgebung von 0 (sogar unendlich oft)
als Wert angenommen wird. O

Das im vorherigen Beispiel gezeigte Phinomen, dass in jeder Umgebung einer
wesentlichen Singularitit jeder bis auf hochstens einen Wert (im Beispiel die 0)
tatsichlich angenommen wird, ist ein allgemein giiltiger Sachverhalt (Satz von
Picard), der gegebenenfalls im zweiten Teil dieser Vorlesung bewiesen wird.
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Aufgaben
1. Zeigen Sie: Ist f : D — C holomorph und zp ein Pol n-ter Ordnung von f, so gibt es
eindeutig bestimmte komplexe Zahlen bi,..., by mit b, # 0 und eine eindeutig bestimmte
holomorphe Funktion f: D — C mit
bn, brn—1 b1 = ..
= e fiir all D.
f(2) (zfzo)”+(zfzo)"—1+ +zfz0+f(z) iir alle z €

Formulieren und beweisen Sie auch die Umkehrung dieser Aussage.

2. Zeigen Sie: Eine Funktion f : C — C ist genau dann ganz-transzendent, wenn die durch

* Pp— 1 * .
e e=1(5), e\ —c
definierte Funktion im Nullpunkt eine wesentliche Singularitéit hat.

Hinweis: Verwenden Sie die vorherige Aufgabe.
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5.2 Laurent-Reihen

Nachdem sich die Entwicklung von holomorphen Funktionen in Potenzreihen
um Punkte ihres Holomorphiebereichs als sehr niitzlich erwiesen hat, stellt sich
die Frage, ob sich holomorphe Funktionen auch um isolierte Singularititen in
Funktionenreihen entwickeln lassen. Dass Potenzreihen, also Reihen mit Reihen-
gliedern der Form ¢y (z—20)¥, hierfiir nicht ausreichen, ist offensichtlich, denn die
Grenzfunktionen von Potenzreihen sind im Entwicklungsmittelpunkt stets ho-
lomorph. Dass aber die Hinzunahme von Reihengliedern der Form dj, (z — 29) ™"
vollig ausreicht, wollen wir nun zeigen.

Um mit Funktionenreihen der gewiinschten Form verniinftig arbeiten zu kon-
nen, fithren wir fiir komplexe Zahlen c_j, k € N, die nahe liegende Bezeichnung

-1

Z cr(z — 2k = Zc_k (z—29) " (5.1)

k=—o00 k=1

ein, wobei wir mit dem links stehenden Symbol sowohl die rechts stehende Reihe
als auch ihre Grenzfunktion bezeichnen.

5.2.1 Definition: Die mit Hilfe einer komplexen Zahl a und einer Menge
{ck € C: k € Z} komplexer Koeffizienten gebildete Summe von Reihen

00 -1

Z er(z—a)k = Z cr(z—a)f + ch (z —a)* (5.2)

k=—o00 k=—o00 k=0

heift Laurent-Reihe mit Entwicklungsmittelpunkt a. Ferner nennt
man die Reihe Y ;1 ¢ (2 — a)® den Hauptteil und 332, cx (2 — a)*
den Nebenteil der Laurent-Reihe (5.2).

Wihrend der Nebenteil einer Laurent-Reihe offensichtlich eine gewthnliche
Potenzreihe ist, ist der Hauptteil eine Reihe in Potenzen von (z —a)~!. Im Hin-
blick auf das Konvergenzverhalten einer Laurent-Reihe ist daher klar, dass der
Nebenteil auf einer Kreisscheibe Uy(a) (ndmlich der Konvergenzkreisscheibe)
konvergiert, und zwar absolut und kompakt. Auf der anderen Seite ist vom
Hauptteil wegen der speziellen Form seiner Reihenglieder zu erwarten, dass
er auf dem Komplement einer kompakten Kreisscheibe Ug(a) konvergiert. Als
Konvergenzbereich einer Laurent-Reihe erwarten wir also eine Menge der Form

U,(a) \ Us(a), die wir fiir den Fall, dass sie nichtleer und offen ist, mit

R.s(a) ={2€C:r<|z—a|]<s}, wobei 0<r<s<oo, (5.3)

bezeichnen und Kreisring mit Innenradius » und Aufienradius s nennen.
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Im folgenden Satz prézisieren wir das zuvor plausibel gemachte Konvergenz-
verhalten von Laurent-Reihen.

5.2.2 Satz (Konvergenz von Laurent-Reihen): Gegeben sei eine
Laurent-Reihe Y 32 cx(z — a)* und die aus deren Koeffizienten cj, ge-
bildeten ,reellen Zahlen*

1
:= limsup {/|c_ und 0 = ———— |
g kﬂoop e lim sup {/|ck|

k—o0
wobeli fiir p und o auch die uneigentlichen Werte 0 und oo zugelassen sind.
Die Laurent-Reihe hat dann folgendes Konvergenzverhalten :

(a) Im Fall p < o ist sie auf dem Kreisring R, ;(a) absolut und kompakt

konvergent. Fiir alle Punkte des Komplements von R, ;(a) ist sie di-
vergent, und fiir die Punkte am Rand von R, ;(a) ist keine allgemein
giiltige Aussage méglich.

(b) Im Fall p = o ist sie fiir alle z € C mit |z| # p divergent, fiir die z mit
|z| = p ist keine allgemein giiltige Aussage maglich.

(c) Im Fall p > o ist fiir jedes z € C Haupt- oder Nebenteil divergent.

Beweis: Wir stellen zunédchst fest, dass o der Konvergenzradius des Nebenteils
S0k (2 — a)* der betrachteten Laurent-Reihe ist, und 1/p der Konvergenz-
radius der Potenzreihe Y -, c_g w”. Folglich gilt:

oo
S ep(z —a)® ist konvergent fiir |z — a| < o, divergent fiir |z —a| > o,
k=0

1 1

1 1o
|lz—al P

1
lz—a|l = P’

[e.e]
> ek 1 )k ist konvergent fiir , divergent fiir
k=1

Z—a

wobei die Konvergenz jeweils fiir absolute und kompakte Konvergenz steht. Un-
ter Beachtung von (5.1) liasst sich die zweite Aussage umformen zu

~1
S ep(z —a)® ist konvergent fiir |z — a| > p, divergent fiir |z —a| < p.

k=—o00

Damit lassen sich nun alle Aussagen des Satzes, aufer denen beziiglich des Ver-
haltens auf den Kreisen S,(a) und S, (a) (siche Ubungsaufgabe), leicht herleiten.

(a) Im Fall p < o ist die Menge R, ;(a) = Us(a)\U,(a) ein offener Kreisring, auf
dem Haupt- und Nebenteil der betrachteten Laurent-Reihe absolut und kompakt
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konvergent sind. In der Kreisscheibe U,(a) ist der Nebenteil konvergent und der
Hauptteil divergent, und im Komplement von U, (a) ist es genau umgekehrt.

(b) Im Fall p = o entartet der Kreisring R, ,(a) zum Kreis S,(a), und wie
im vorherigen Fall konvergiert im Innengebiet nur der Nebenteil und im Au-
fengebiet nur der Hauptteil. In jedem Fall liegt fiir |z| # p also Divergenz der
Laurent-Reihe vor.

(¢) Im Fall p > o schlieblich ist in jedem z € C entweder der Neben- oder der
Hauptteil divergent, oder beide. |

Wir kommen nun zum zentralen Ergebnis dieses Abschnitts, das besagt, dass
sich jede in einem Kreisring holomorphe Funktionen in eine eindeutig bestimmte
Laurent-Reihe entwickeln lasst. Beachtet man dabei, dass punktierte Umgebun-
gen spezielle Kreisringe sind, ndmlich solche mit verschwindendem Innenradius,
so sehen wir mit dem folgenden Satz die eingangs gestellt Frage beantwortet.

5.2.3 Satz (iiber die Entwicklung holomorpher Funktionen in
Laurent-Reihen): Jede in einem Kreisring R, s(a) holomorphe Funk-
tion f(z) ldsst sich um a in eine Laurent-Reihe entwickeln, die in R, s(a)
kompakt und absolut konvergiert. Die Koeffizienten ci der Darstellung

(o)

f(z) = Z cr(z —a)® fiir alle z € R, 4(a) (5.4)

k=—o00

sind eindeutig bestimmt, und sie besitzen die Darstellungen

1 (S i}
C = 277” / (C—(a;k"'l dc fiir alle k € Z, (55)
S.-(a)

wobei T beliebig mit r < T < s gewahlt werden kann.

Beweis: Die Idee des Beweises ist, die Funktion f(z) zundchst mit Hilfe der
Cauchy’schen Integralformel als Summe von zwei Integralen zu schreiben, dann
deren Integranden in bekannter Weise als Reihen zu entwickeln, und schlieflich
die Reihensummen und Integrale zu vertauschen. Um dieses Programm — mit
den erforderlichen technischen Einzelheiten — in fiinf Schritten durchzufiihren,
betrachten wir ein fortan festgehaltenes z € R, s(a).

1. Schritt (Additive Zerlegung von f(z)): Wir wéhlen reelle p und o derart, dass
r<p<o<sund z € R,,(a) gilt. Der mit I" bezeichnete, aus der Abbildung
ersichtliche, geschlossenen Weg S, (a) + v — S,(a) — v ist dann nullhomolog in
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R, s(a), und es gilt wr(z) = 1. Mit der Integralformel (4.19) impliziert dies

) 462 1 f(©) 1 f(©)
2m/§— M/C—ZdC_QTFZ'/C—ZdC. (56)
So(a) Sp(a)

Dass die rechte Seite der Beziehung (5.6) gerade der Zerlegung von f(z) in
Haupt- und Nebenteil entspricht, zeigen wir als Néchstes.

2. Schritt (Reihenentwicklung von ﬁ S S0 (a) é(_cz) d¢): Wie im Beweis des Satzes
3.2.8 verwenden wir die fiir alle ¢ € S, (a) giiltige Identitét (siehe (3.14))

el M = .

k=0

bei der die Reihe bekanntlich gleichmékig beziiglich ¢ € S,(a) konvergiert. Da-
mit gilt dann

271'2/ % [giclz:(z:Z)k}dC

54 (a) h=0
1 (¢
2 S L / < (a))m a)-at.  (58)
k=0 S, (a)

3.Schritt (Reihenentwicklung von 5L [ Sp(a)jcc—
¢ € S)(a) giiltige Identitét (siehe (3.14))

Cl a—zi(z—a) (59)

2 d(): Indem wir jetzt die fiir alle

verwenden, bei der wieder gleichméfige Konvergenz beziiglich ¢ € S,(a) vorliegt,
erhalten wir

o [ e L [TI S (20 ac
Sp(a) Sp(a) k=0
= o [ S () Ja
Sp(a) =
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4. Schritt (Herleitung von (5.4) und (5.5)): Um von (5.6) mit Hilfe von (5.8)
und (5.10) auf die zu beweisenden Beziehungen (5.4) und (5.5) schliefen zu
kénnen, geniigt es zu zeigen — wenn man noch (5.1) beachtet —, dass sich der
Wert des Integrals [ ST(G)% d¢ nicht adndert, wenn 7 im offenen Intervall
(r,s) variiert, d.h., wenn Folgendes gilt:

/(Cf(cf))kﬂdc = /(Cf(Cf))kHdC fiir alle 7,72 € (r,8).
Sry (a) Sry(a)

Dass dies richtig ist, genauer, dass die Differenz der betrachteten Integrale ver-

schwindet, folgt sofort, wenn man analog zum ersten Beweisschritt 1angs des in

der Abbildung gezeigten geschlossenen Weges S;, — v — S5, + v integriert und

beachtet, dass das Integral verschwindet, da dieser Integrationsweg beziiglich

des Kreisrings R, s(a) nullhomolog ist.

5.Schritt (Eindeutigkeit der Koeffizienten): Ist 22 di(z — a)* eine weitere
Laurent-Reihe, die in R, s(a) die Funktion f(z) darstellt, so gilt fiir beliebiges
7 € (r,s), wenn man — wie im 2. und 3. Schritt — beachtet, dass die auftretende
Laurent-Reihe beziiglich ¢ € S;(a) gleichmékig konvergiert,

Cn = L / (¢ f(ac))nﬂ ¢ = L / [ dy; (C—a)k_n_l d¢

2me L
Sr(a) Sr(a) "

= d | — [ (- dcE a,.
3.2.5 Z [1 (¢ —a) nl]dc(fﬂ)

211
k=—o0 5-(a)
Damit ist der Beweis des Satzes 5.2.3 abgeschlossen. |

Der Satz 5.2.3 liefert in Form der Beziehung (5.5) eine Formel zur Berechnung
der Koeffizienten der Laurent-Entwicklung einer auf einem Kreisring holomor-
phen Funktion. In konkreten Féllen ist es jedoch meist vorteilhafter, anstelle
dieser Formel bekannte Taylor-Entwicklungen zur Bestimmung der Laurent-
Koeffizienten heranzuziehen, wie etwa die der geometrischen Reihe oder der
Exponentialreihe.

5.2.4 Beispiele: Die fiir alle z € C\ {0} = Ry,(0) holomorphe Funktion
22 exp(1/z) besitzt um den Nullpunkt die Laurent-Entwicklung

2

1 01 /1\k > 1 _ 1
Pewp () = 22kzzom(z) PR Dl ey R

Damit sind alle Laurent-Koeffizienten von 22 exp(1/z) bestimmt, insbesondere
die Integrale

/ (kecde keZ, 7>0.
5:(0)
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Die fiir alle z € C\ {0, 1} holomorphe Funktion

1

f(z) = ;@;:jj

besitzt bei 0 und 1 jeweils eine isolierte Singularitdt. Dies fithrt in kanonischer
Weise auf vier Kreisringe und die zugehorigen Laurent-Entwicklungen:

1 1 1
a0 Sl = =21 = o =3
k=0 k=-1
oo -2
1 1 1 1\ k N
R 10 =gty - 53 (1) - T4
z k=0 k=—o0

Roa(1): f(z) = —————— = LS o pf =3 (2 1F,

Rise(l): () = — S A

Augenscheinlich bezieht sich die im Satz 5.2.3 beschriebene Eindeutigkeit der
Laurent-Koeffizienten einer Funktion nicht auf die Funktion als Ganzes, sondern
nur auf ihre Einschrinkung auf den jeweils betrachteten Kreisring. O

Als Néchstes halten wir zwei einfache Aussagen iiber Laurent-Entwicklungen
holomorpher Funktionen fest, die sich leicht aus dem Satz 5.2.3 bzw. seinem
Beweis ergeben.

5.2.5 Korollar 1 (zu Satz 5.2.3): Fiir den Haupt- und Nebenteil der
Laurent-Reihe einer in einem Kreisring R, s(a) holomorphen Funktion gilt:

(a) der Nebenteil konvergiert absolut und kompakt in Us(a),

(b) der Hauptteil konvergiert absolut und kompakt in C\ U,(a).

Beweis: Im 2. Schritt des Beweises von Satz 5.2.3 werden von o nur die Be-
dingungen z € U,(a) und o < s benotigt. Daher gilt die dortige Aussage zum
Nebenteil fir jedes z € Ug(a).

Entsprechend wird im 3. Schritt nur z € C\ Uy(a) und r < p verwendet,

sodass die Aussage zum Hauptteil fiir jedes z € C\ U, (a) gilt. ]

Dass fiir die Koeffizienten von Laurent-Reihen Abschétzungen gelten, die die
fiir Taylor-Reihen bekannten Cauchy’schen Abschétzungen (vgl. Satz 4.1.5) ver-
allgemeinern, besagt der folgende Satz.
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5.2.6 Korollar 2 (zu Satz 5.2.3): Essei > oo cr(z — a)* die Laurent-
Entwicklung einer in einem Kreisring R, s(a) holomorphen Funktion f(z).
Dann gelten fiir alle T € (r,s) die Cauchy’schen Abschitzungen

lex| < 7% max |f(¢)| firalle k€ Z. (5.11)
(€S- (a)

Beweis: Die Abschitzungen (5.11) folgen unmittelbar durch Anwendung der
Integralabschétzung (3.10) auf die Integralformel (5.5). |

Da punktierte Kreisscheiben spezielle Kreisringe (mit Innenradius 0) sind,
lassen sich die zuvor erzielten Ergebnisse iiber Laurent-Reihen auch zur Unter-
suchung isolierter Singularititen verwenden. Der folgende Satz zeigt, inwiefern
man auf diesem Wege die verschiedenen Typen von isolierten Singularitdten auf
besonders elegante Weise charakterisieren kann.

5.2.7 Satz (Charakterisierung isolierter Singularititen mit Hilfe
von Laurent-Reihen): Ist f : D — C eine holomorphe Funktion mit der

Laurent-Entwicklung
[e.@]

f) = S ez —z0)t

k=—o00

in einer punktierten Umgebung einer isolierten Singularitit zg, so ist 2o
(a) eine hebbare Singularitit <= ¢, =0 fiir alle k <0,
(b) ein Pol der Ordnung n <= c_, # 0 und ¢, =0 fiir alle k < —n,

(c) eine wesentliche Singularitit <= cj # 0 fiir unendlich viele k < 0.

Beweis: (a) Ist zp hebbar, so ist f nach Satz 5.1.3 in der Nihe von zp be-
schrankt. Zusammen mit der Cauchy’schen Abschatzung (5.11) besagt dies, dass
es ein positives M gibt, sodass fiir jedes k € Z die Abschétzung

lce] < 77FM  fiir alle hinreichend kleinen 7 > 0

gilt. Dies impliziert ¢ = 0 fiir alle negativen k.
Gilt umgekehrt ¢ = 0 fiir alle negativen k, so ist die gegebene Laurent-Reihe
eine Taylor-Reihe, folglich existiert der Grenzwert lim f(z), d.h., zo ist hebbar.
Z2—20

(b) Ist 29 ein Pol der Ordnung n, so gilt nach Satz 5.1.5 in einer punktierten
Kreisscheibe U, (z) eine Beziehung der Form f(z) = (2 — 20) "¢(%) mit einer



5.2 Laurent-Reihen 107

in Uy (20) holomorphen Funktion g(2) mit g(20) # 0. Ist dann > ;2 dy (2 — 20)"
die Taylor-Reihe von g(z) um zp, so gilt fiir alle z € U, (z)

fz) =D di(z—=20)"" = Y dinl(z — 20)".
k=0

k=—n

Wegen der Eindeutigkeit der Koeffizienten der Laurent-Entwicklung folgt damit
c_p=do #0und ¢, =0 fiir alle k < —n.

Hat umgekehrt die gegebene Laurent-Reihe die Form Y 22 ¢ (2 — 20)* mit
c_n # 0, so beschreibt die Potenzreihe > 3%, cx—n(z — 20)* eine in U,(20) holo-
morphe Funktion g(z) mit g(z0) # 0, und es gilt

9(2)

fiir all T, (20) -
=) tir alle z € Uy (20)

f(z) =

Nach Satz 5.1.5 ist zp dann ein Pol n-ter Ordnung.

(¢) Zur Charakterisierung der wesentlichen Singularitéten verbleibt aus Griinden
der Logik nur die angegebene Bedingung. |

Aufgaben

1. Bestimmen Sie die Konvergenzbereiche folgender Laurent-Reihen:

@ Y 2Pk Y (;;1)1, © > Mjﬁ aER.

k=—o00 k=—occ k=—o0

2. Bestimmen Sie fiir folgende Funktionen die Laurent-Reihe im jeweils angegebenen Kreis-
ring:
(a) 3 1<z] <2
(z+1)(z2—-2)" ’

— 2
® (=) =zl >la—zl,

z—a

2

z-—1
> -1 2.
© Srq le-1>V2
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5.3 Der Residuensatz

Das Ziel dieses Abschnitts ist eine weitere Verallgemeinerung des Cauchy’schen
Integralsatzes. Um die in diesem Zusammenhang zentrale Begriffsbildung zu
motivieren, erinnern wir daran, dass man eine in einer punktierten Umgebung
einer isolierten Singularitdt holomorphe Funktion als Laurent-Reihe darstellen
und diese aufgrund ihrer kompakten Konvergenz gliedweise integrieren kann. Es
gilt daher, wenn wir noch die Integralformel (3.8) beachten,

1 [ i ez —20)k|dz = ey

2
Sp(z0) T
fiir alle hinreichend kleinen p > 0. Das ,Uberbleibsel“ c_; der Koeffizienten der
betrachteten Laurent-Reihe spielt augenscheinlich eine besondere Rolle. Fiir eine
holomorphe Funktion f : Uy(29) — C mit der Laurent-Reihe 370 ep(2—20)"
setzen wir daher

Res, f == co1 = % / f(z)dz fir pe (0,7) (5.12)
Sp(z0)
und nennen diese komplexe Zahl das Residuum von f im Punkt zy. Man
beachte, dass wir in dieser Beziehung die bekannte Integraldarstellung (5.5) des
Laurent-Koeffizienten c_; bereits mitverwendet haben.

Das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts ist der folgende Satz, der — wie wir
bald sehen werden — neben weit reichenden Anwendungen in der Funktionen-
theorie auch bemerkenswerte Riickwirkungen auf die reelle Analysis hat, die zu
Ergebnissen flihren, die in einem rein reellen Kontext nur mit grofser Miihe oder
iiberhaupt nicht zu erzielen wéren.

5.3.1 Satz (Residuensatz): Es sei f : D — C eine holomorphe Funkti-
on und 7y ein geschlossener Weg in D mit isolierten Singularititen von f im
Inneren. Ist dann {z1,...,2,} die Gesamtheit dieser Singularititen, und
ist v nullhomolog beziiglich DU{z1, ..., z,}, so gilt die Residuenformel

/f(z) dz = QWiZn:wv(zy)Reszuf. (5.13)
Y v=1

Dass dieser Satz den allgemeinen Cauchy’schen Integralsatz — genauer, die
Implikation (a) = (b) im Satz 4.6.2 — nochmals verallgemeinert, erkennt man,
wenn man im Innern von vy nur hebbare Singularititen zuldsst und beachtet,
dass das Residuum einer hebbaren Singularitét (wegen des fehlenden Hauptteils
der zugehorigen Laurent-Entwicklung) stets verschwindet.
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Beweis von Satz 5.3.1: Der Beweis beruht auf der Idee, die Funktion f(2) so
zu einer Funktion f(z) modifizieren, dass die Singularitéiten z1,...,z, hebbar
werden, und dann auf die holomorphe Fortsetzung f von fnach DU {21, ey Zn}
den Cauchy’schen Integralsatz anzuwenden.

Um dies zu realisieren, bezeichnen wir fiir jedes v = 1,...,n mit f,(z) den
Hauptteil der Laurent-Entwicklung von f(z) um z,. Nach Korollar 5.2.5 (mit
r = 0) ist dann f,(2) in C\{z,} holomorph, und folglich sind fiir die modifizierte
Funktion R N

f(z) = f) - filz) —... = fulz), f:D—C,
die Singularititen z1,...,2, hebbar, denn keine ihrer Laurent-Entwicklungen
besitzt einen Hauptteil. Fiir die f genannte holomorphe Fortsetzung von f nach
DU{z,...,2,} gllt dann f f )dz = 0 nach dem Cauchy schen Integralsatz
4.6.2. Da fund f in D identisch smd impliziert dies f f ) dz = 0 und damit

Lf(z) iz — Vi/yf,,(z) iz (5.14)

Um den Beweis zu beenden, fiihren wir fiir die Hauptteile f,(z) die Bezeichnung

-1

fu(z) = Z c,(:)(z — z,,)k , fu:C\{z}

k=—o00

ein und beachten, dass jede dieser Reihen auf dem Bild der Kurve v gleichméfig
konvergiert und daher gliedweise integriert werden darf. Da zudem jede der
Funktionen (z — z,)* mit k < —2 auf C\ {2,} eine Stammfunktion und somit
ein ldngs v verschwindendes Integral besitzt, erhalten wir

/f,,(z) dz = c(fl) / _dz (41D c(fl) - 2miwe(2y) (.12 Res., f - 2miw,(2,)
g gl

zZ— 2z
fiir jedes v = 1,...,n. Zusammen mit (5.14) ist damit der Beweis erbracht. W

5.3.2 Beispiel: Wir stellen uns die Aufgabe, das Integral

/ dz
¥ Z4+1

zu berechnen, wobei v den positiv orientierten Rand der Menge U2 (0)N{z € C:
Im z > 0} parametrisiert. Um den Residuensatz anwenden zu konnen, stellen
wir fest, dass der Integrand vier isolierte Singularititen besitzt, ndmlich die
Wurzeln von —1 (siehe Satz 1.1.4)

(2u—1)mi/4

zZ, = ¢ v=1,...,4,

und dass von diesen die ersten beiden im Inneren des betrachteten Integrations-
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weges liegen. Aufgrund des Residuensatzes 5.3.1 wissen wir dann zwar, dass

d .
/724_7_1 = 2m(Reszlf+ResZZf)

gilt, wenn wir mit f(z) die Funktion 24—1“ bezeichnen, die Bestimmung der

hierbei auftretenden Residuen bleibt aber ein Problem, das — nach unserem
gegenwirtigen Kenntnisstand — die Berechnung von zwei Integralen oder zwei
Laurent-Koeflizienten erfordert. Bevor wir dies tatsichlich tun, stellen wir eine
Uberlegung an, die zeigt, dass es auch einfacher geht. O

Dass man in bestimmten, hdufig auftretenden Féllen Residuen auf einfache
Weise, d.h., ohne Laurent-Entwicklungen oder Integrationen, berechnen kann,
besagt der folgende Satz.

5.3.3 Satz (Formeln zur Berechnung von Residuen): Es sei z( eine
isolierte Singularitét einer holomorphen Funktion f : D — C. Dann gilt:

(a) Ist zo eine hebbare Singularitét, so gilt | Res,, f =0

(b) Ist zy ein Pol erster Ordnung, so gilt | Res,, f = lim (z — 20) f(2)

z—20

p(n—1)
(c) Ist zg ein Pol der Ordnung n, so gilt | Res,, f = lim ( 1(;) ,
z—z0 (n—1)!
wobei h(z) := (z — 20)" f(2) .

Beweis: Die Aussage (a) ist offensichtlich, denn nach Satz 5.2.7 verschwinden
bei einer hebbaren Singularitét alle ¢, mit k& < 0. Die Aussage (b) ein Spezialfall
von (c¢), und so bleibt nur noch (¢) zu zeigen.

Wir bezeichnen mit Y32 ¢ (2 — 20)F die Laurent-Entwicklung von f im
Pol n-ter Ordnung zg. Dann ist die in einer punktierten Umgebung von z
holomorphe Funktion

h(z) = (Z - Zo>nf(z) = Z Ck (Z — Zo)k+n = Z Chk_n (z — zo)k
nach zg holomorph fortsetzbar, und sie besitzt die (n — 1)-te Ableitung

() = Y k(k—1)--(k—n+2)cpn(z —20)" "
k=n—1

Folglich gilt lim h(»V(z) = (n —1)'c_; = (n —1)! Res,, f . |
Zz—20
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5.3.4 Beispiel: Die fiir alle z € C\ {—1,0, 1} holomorphe Funktion

o (z+1)e?
&)= -

hat (beachte 22 — 1 = (2 4+ 1)(z — 1)) bei —1 eine hebbare Singularitit, bei 0
einen einfachen und bei 1 einen zweifachen Pol. Folglich gilt nach Satz 5.3.3 (a)
und (b) zunéchst

- L (z+1)e? _
Res_1f =0, Resof = llg(l) (z—1)(22-1)

Um das Residuum bei 1 zu bestimmen, setzen wir h(z) := (2 — 1)2f(2) = €*/2
und berechnen die Ableitung h'(z) = (z — 1)e?/2%. Mit Teil (c) von Satz 5.3.3

gilt dann
T / T (Z — 1)62
Resif = Ime) ==

=0.

Dieses Ergebnis zeigt im Ubrigen, dass ein Residuum natiirlich auch dann ver-
schwinden kann, wenn die betrachtete Singularitit nicht hebbar ist. O

Hiufig sind die zu integrierenden Funktionen Quotienten zweier Funktionen
mit einer gemeinsamen Nullstelle. Um diese Situation zu beleuchten, betrachten
wir zwel holomorphe Funktionen g und h, die beide bei zg eine Nullstelle haben,
und zwar g eine mit der Vielfachheit n € Ny, und h eine mit der Vielfachheit
n +m > n. Die Funktion g/h hat dann bei 2y einen Pol der Ordnung m, und
daher eine Laurent-Entwicklung der Form

9(2) _ N
@ = k;mck(z - Zo)k-

Um das Residuum c¢_ zu berechnen, entwickeln wir g(z) und h(z) in eine Taylor-
Reihe um zp und erhalten die Beziehung

500 im [ S 1) ][ § ]

k=n k=n+m k=—m

Hieraus lasst sich — unter Verwendung des Cauchy-Produkts auf der rechten
Seite — der Koeffizient c_; in eindeutiger Weise mit Hilfe der Ableitungen von
g und h an der Stelle zg bestimmen. Im Fall m = 1 fiihrt dies fiir beliebiges
n € Ny auf die einfache Formel

(n)
g 9" (20)
Res 5 = (n+1) W () | (5.15)
.o g . n o1 9™ (z0) AT (z0)
denn fiir die Koeffizienten der Potenz (z — 20)" gilt &~ = SRR
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5.3.5 Beispiel: Wir greifen nochmals das im Beispiel 5.3.2 gestellte Integrati-
onsproblem auf, indem wir die dort erzielte Beziehung

d )
/724_7_1 = 27m(Relef+ResZZf)

auswerten, in der z; = e™/4 und Z9 = e3m/4 die beiden im Inneren des Inte-

grationsweges liegenden einfachen Pole des mit f(z) bezeichneten Integranden
sind. Setzen wir dann g(2) := 1 und h(z) := 2% + 1, so liefert die Formel (5.15)
mit n = 0 und h/(z) = 423 die Beziehungen

1 e dmi/A 1 1 P/
Reszlf = 4637ri/4 = 1 = 4\/§ s ReSfo = 4697”;/4 = 1 = 4\/§ .

Damit gilt schlieflich

/ dz_ _ o 72 T o
724+1 4\/§ \/i

Anders als bei den Polen gibt es fiir die Berechnung von Residuen in wesent-
lichen Singularititen keine Formeln. Wie man unter Umstdnden dennoch das
Residuum berechnen kann, zeigt das folgende Beispiel.

5.3.6 Beispiel: Die Funktion f(z) := exp(z + 1/;) besitzt im Nullpunkt eine
wesentliche Singularitdt. Sie ldsst sich mit Hilfe des Cauchy-Produkts wie folgt
in eine Laurent-Reihe entwickeln:

= (SRS ) - B

k=0 =0 j=0"

Um den Koeffizienten der Potenz z~' zu finden, miissen wir alle Indexpaare
(k,j) € No x Ny beriicksichtigen, fiir die k — 2j = —1 gilt. Wir erhalten der
Reihe nach (1,1), (3,2), (5,3), (7,4) usw. Damit gilt schlieflich

o0

1
R =y —
*sof ;]!(J—l)! 0

Aufgaben

1. Berechnen Sie

/ ﬁdz’ / z(ld—zz)?” / Z(le_zz)s dz .

S1/2(1) S1,2(0) S1,2(0)
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2. Imitieren Sie den Beweis des Residuensatzes zum Nachweis von

/ dz —0
22(22 4+ 224+2)
S2(0)

3. Zeigen Sie fiir die nachfolgend definierte Funktion f(z) = h(z) gfé;(z_)b :
(a) Sind g,h : D — C holomorph, und ist zo € D eine b-Stelle der Vielfachheit n von g,
so gilt

Res.yf = n-h(zo).

(b) Ist h: D — C holomorph, und hat die holomorphe Funktion g : D\ {20} — C einen
Pol der Ordnung m in 2o, so gilt

Res.of = m-h(zo).
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5.4 Anwendungen in der reellen Analysis

Der im vorherigen Abschnitt behandelte Residuensatz leistet, wie wir noch sehen
werden, einen wichtigen Beitrag zum weiteren Ausbau der Funktionentheorie.
Dass er aber auch interessante und praktisch verwertbare Riickschliisse auf die
reelle Analysis liefert, sieht man ihm auf den ersten Blick nicht an. Um dies
naher zu beschreiben, fiihren wir zunéchst fiir bestimmte komplexe Funktionen
den Begriff des uneigentlichen Integrals (im Riemann’schen Sinne) ein,

/Oof(a:) do = 7u($,0) dw + i]ov(x,()) da . (5.16)

Hierbei ist f : D — C eine auf einer offenen Umgebung D der reellen Zahlen-
gerade stetige Funktion und (u,v) : R? — R? die zugehdérige reelle Darstellung,
d.h., f(x+iy) = u(z,y) + iv(z,y).

Eine ganze Klasse von Funktionen, fiir die das Integral (5.16) existiert, be-
schreibt der folgende Satz.

5.4.1 Satz (Berechnung uneigentlicher Integrale): Gegeben sei eine
holomorphe Funktion f: D — C, deren Definitionsbereich ganz C ist mit
Ausnahme endlich vieler Pole, von denen keiner auf der reellen Achse liegt.
Gibt es dann Konstante M > 0, R > 0 und « > 1 mit der Figenschaft

M

ks

|f(2)] < fiir alle |z| > R, (5.17)

so existiert das folgende Integral, und hat den Wert

/f(x) dr = QWiZResZUf = —QWiZReswuf,
o v=1 pn=1

wobeli z1, ..., z, die Pole in der oberen Halbebene sind und w1, . .., w,, die
in der unteren.

Beweis: Die Existenz des Integrals folgt sofort aus (5.17), denn hiernach ist
M |z|~® fiir |z| > R eine integrierbare Majorante fiir |u(z,0)| und |v(zx,0)].

Wir wihlen r > R so grof, dass die Pole z1,...,2, im Inneren des positiv
orientierten Halbkreises =, (siehe Abbildung) liegen. Nach dem Residuensatz
gilt dann

/ f(z)dz = QWiZReszuf.
T v=1
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Da andererseits aber auch
(2)dz = f(z)dx +/ f(ret)iredt
Yr -r 0

gilt, geniigt es zu zeigen, dass das letzte Integral fiir 7 — oo verschwindet. Dies
folgt wegen o > 1 sofort aus der Abschitzung

™
. , M
)/ f(re’t)ire”dt’ <m7—r = T
0 7/-06 7006—
Die Aussage beziiglich der unteren Halbebene ergibt sich hierzu analog. Das
negative Vorzeichen rithrt dabei daher, dass man spiegelbildlich zur reellen Achse
vorgeht und daher die Orientierung der Integrationswege umkehrt. |

Ein Blick auf die Voraussetzungen des vorherigen Satzes, insbesondere die
Abschétzung (5.17), wirft die Frage auf, welche Funktionen diese Voraussetzun-
gen erfiillen. Dass das fiir rationale Funktionen ohne reelle Pole immer dann
zutrifft, wenn der Grad des Nennerpolynoms um mindestens 2 grofer ist als der
des Zéhlerpolynoms, ergibt sich aus folgendem Satz.

5.4.2 Satz (Wachstum rationaler Funktionen): Sind p(z) und ¢(z)
Polynome vom Grad ny, bzw. ng, so gibt es positive Zahlen m, M, R mit

m‘Z|TLp_TLq < )M‘ < M‘Z|TL])_TL(1 fiir alle ’Z‘ >R.

q(z)

Beweis: Nach Satz 4.5.3 gibt es positive Zahlen m1, mo, M1, Ms, R, sodass

my |z < |p(2)| < My|z|™
1l < [p(2)] 1l fiir alle |2| > R.
ma|z|" < |q(z)| < Malz|"
Daher leisten m := mq /My und M := M;/msg das Gewdinschte. |

5.4.3 Beispiel: Die rationale Funktion f(z) := 1/(2*+1) besitzt keinen reellen
Pol, und der Grad des Nennerpolynoms ist um 4 grofer als der des Zahlerpo-
lynoms. Daher konnen wir den Satz 5.4.1 anwenden und erhalten, da wir die
Residuen der beiden Pole in der oberen Halbebene bereits im Beispiel 5.3.5

berechnet haben,
oo

dr  _ mw
/x4—|—1_\/§. 0

—0o0
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Neben der Aussage des Satzes 5.4.1 ist auch sein Beweis von Interesse. Er-
fiillt n&mlich ein vorgegebenes Problem nicht alle Voraussetzungen des Satzes,
so kann man immerhin noch versuchen, den Beweis an die vorliegende Situa-
tion anzupassen. Wir demonstrieren dies anhand eines Beispiels, das fiir die
Integrationstheorie besondere Bedeutung besitzt. Es handelt sich um das in der
Literatur meistbenutzte Beispiel einer Funktion, die integrierbar ist im Sinne
des uneigentlichen Riemann-Integrals, aber nicht im — ansonsten iiberlegenen —
Lebesgue’schen Sinne.

5.4.4 Beispiel: Um mit funktionentheoretischen Mitteln zu zeigen, dass die
reelle Beziehung
x .
sinz i
—=dr = < 5.18
/0 z 2 ( )
gilt, betrachten wir die meromorphe Funktion
12

f(z) = , [:C\{0}=C

z

mit dem Ziel, sie in geeigneter Weise zu integrieren. Da diese Funktion aber ei-
ne Singularitdt auf der reellen Achse besitzt, ndmlich einen einfachen Pol bei 0,
und zudem die Voraussetzung (5.17) des Satzes 5.4.1 nicht erfiillt ist, konnen wir
diesen Satz nicht unmittelbar anwenden. Um jedoch seinen Beweis zu imitieren,
modifizieren wir den Integrationsweg in der in der Abbildung gezeigte Form
durch Einfiigen eines kleinen Umwegs um den Nullpunkt. Nach dem Residuen-
satz gilt dann, da der einfache Pol 0 nach Satz 5.3.3 (b) wegen lim, ¢ zf(z) =1
das Residuum 1 hat, fiir alle 0 <7 < R

4

2mi = [yr’Rf(z) dz = ;[yf; f(z)dz. (5.19)

Die vier Teilwege separat betrachtend, gilt zunéchst fiir den grofen Halbkreis

L

S/ e*tht:%(l—e*R”) — 0 fir R— o0.
0

el?
z

dz’ _ ’i/ﬂeiR(cost+isint) dt’ < /”eRsintdt <
0 ~Jo B

Die beiden geradlinigen Teilwege fassen wir zusammen. Fiir sie gilt

iz iz - iz R ix
/26d2+/46dz:/ 6d1:+/€d33:
o © o R ro v
R iz R iz R iz _ ,—ix R .
= — | L —do+ | Edp = | L= dr=2i] Ly
, T , T - T , T
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Fiir den kleinen Halbkreis erhalten wir schlielich

iz iz _ 3.9 ) iz _
/36 dz:/gdzdz—k/SG 1dz(:)m—|-/36 ldz.
s U e T e o

Dieser Ausdruck strebt fiir 7 — 0 gegen 7i, denn das Integral auf der rechten
Seite ist betragsmékig hochstens so grok wie die reelle Zahl max|,—_, [e'* — 1|,
und diese verschwindet fiir » — 0.

Die Ergebnisse der vorherigen Rechnungen zusammenfassend erkennen wir,
dass die rechte Seite der Beziehung (5.19) fiir » — 0 und R — oo gegen

o0 .
Zi/ SIMT gy + i
0

T

strebt. Daraus folgt die zu beweisende Beziehung (5.18). O

Wir dndern nun ein wenig die Blickrichtung, indem wir von uneigentlichen
Integralen zu Reihen wechseln. Da zwischen diesen Gegenstdnden der reellen
Analysis bekanntlich ein enger Zusammenhang besteht — man denke nur an
das Integralkriterium fiir Reihen —, ist es nicht verwunderlich, dass man den
Residuensatz auch zur Berechnung von Reihensummen einsetzen kann. Wie der
folgende Satz zeigt, sind die Voraussetzungen denen des Satzes 5.4.1 fiir Integrale
weit gehend analog. Die Aussage dagegen hat eine eher {iberraschende Form.

5.4.5 Satz (Berechnung von Reihensummen): Gegeben sei eine ho-
lomorphe Funktion f : D — C, deren Definitionsbereich ganz C ist mit
Ausnahme endlich vieler Pole z1, ..., z,, von denen keiner ganzzahlig ist.
Gibt es dann Konstante M > 0, R > 0 und « > 1 mit der Figenschaft

|f(2)] < fiir alle |z2| > R, (5.20)

2]

so existiert die folgende Reihensumme, und hat den Wert

i f(k) = —zn:ReszyF, wobei F(z):= f(z) -mcotmz.
v=1

k=—00

Der Beweis dieses Satzes ist dem des entsprechenden Satzes 5.4.1 fiir Integrale
ahnlich, aber etwas aufwendiger. Zudem ist das Auftreten des Cotangens nicht
unmittelbar einsichtig, aber nach dem Motto ,Der Zweck heiligt die Mittel”
bedient man sich hier der Funktion f(z)- 7 cot 7z, da sie an jeder ganzen Zahl k
eine einfachen Pol mit dem Residuum f(k) hat.
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Beweis des Satzes 5.4.5: Die Konvergenz der betrachteten Reihe folgt sofort
aus (5.20), denn danach ist die Reihe mit den Reihengliedern M k= fiir |k| > R
eine konvergente Majorante fiir die beiden Reihen Y 72 f(k) und >-.2, f(—Fk).
Das weitere Vorgehen erfolgt in zwei Schritten: der erste beschreibt, wie der
Residuensatz zur Anwendung kommt, der zweite ist technischer Art.

(a) Wir wihlen eine natiirliche Zahl N so groft, dass alle Pole von f im Inneren
des Weges I'y liegen, der den positiv orientierten Rand des achsenparallelen
Quadrats mit den Ecken (N + 3)(&1 =) beschreibt (siehe Abbildung). Da die
Funktion F(z) neben den Polen zi, ..., z, auch an den ganzen Zahlen Singula-
ritdten hat, gilt nach dem Residuensatz 5.3.1

N n
/F(z) dz = 2mi { Z RespF + ZResZVF} . (5.21)
k=—N v=1

I'n

Die ganzen Zahlen sind einfache Pole von cot 7z und damit von F(z). Nach
der Formel (5.15) gilt daher, wenn wir dort n = 0, g(z) := f(z)mcosmz und
h(z) := sin 7z setzen,

f(k) - mcoskm

ResiF' =
wcos km

= f(k) fiiralle k€Z.

Setzt man dies in die Beziehung (5.21) ein und vergleicht das Ergebnis mit
der Aussage des Satzes, so erkennt man, dass nur noch das Verschwinden des
Integrals auf der linken Seite von (5.21) fiir N — oo gezeigt werden muss. Um
dies zu tun, verwenden wir einen Sachverhalt, dessen Begriindung wir im zweiten
Beweisschritt nachtragen, ndmlich die Existenz einer Konstanten C mit

|cotmz| < C firalle ze 'y, N € Z. (5.22)

Zusammen mit der Voraussetzung (5.20) gilt dann die Beziehung

MnC MnC

z)-meotmzdz| < LT = —

‘ 'y B (N+%)a

deren rechte Seite wegen « > 1 fiir N — oo verschwindet.

(8N +4),

(b) Um den Beweis von (5.22) nachzutragen, betrachten wir zunéchst die Punkte
auf den vertikalen Seiten des Quadrats 'y, d.h., die Punkte der Form

1 . 1 1
z:j:(N+§)+zy, ye[—N—g,N—i-g].
Fiir die Punkte auf der rechten Quadratseite gilt (beachte /™ = e=™V)

. ) . o . iy
el 4 gTimz €z7rN€226 ™ e ZT(Ne 13 oY

‘COt 7TZ‘ - iz _ g—inz| | inNi% —x —inN ,—i%5 o7
e e e e'2e Y — e e "2e™
je” ™ —qe™ e — e ™
= | - = :}tanhwy‘<1.
1e7TY +1e™Y e 4 e~ ™Y -
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Analog erhilt man die Abschitzung |cot wz| < 1 fiir die linke Seite des Qua-
drats I'y. Fir die Punkte

_ . 1 1 1
z=a+i(N+3), z€[-N-5,N+3]
auf den horizontalen Seiten des Quadrats I'y gilt, zunéchst fiir die obere Seite,

el e—ﬂ'(N—i-%) 4 el eﬂ'(N-l-%)

_W(N-f-%) — e~ eﬂ(N'i‘%)

|cotmz] = | —
e'L’Trx e

|€im»‘| ‘e*W(N+%)| 4 |€—i7rac’ |e7r(N+%)|

[ feime] [emNF D] — femine] e~V H2)]|

e™(N+3) 4 o=m(N+3)

= = 1 3
T om(NHD) _ mr(N+D) coth (N + 5) 7 < coth .

Mit einer gleichermafen beweisbaren Abschitzung fiir die untere Quadratseite
konnen wir den Beweis des Satzes 5.4.5 als abgeschlossen betrachten. |

5.4.6 Beispiel: Wir stellen uns die Aufgabe, den Grenzwert einer der elemen-
tarsten Reihen der reellen Analysis zu bestimmen, namlich den der Reihe

— 1
> = (5.23)
k=1 kz

Schon sehr friih in der Analysis I lernt man, dass diese Reihe konvergiert, ihren
Grenzwert erfahrt man dort jedoch — aus gutem Grunde — nicht. Auch in der ge-
genwirtigen Situation ist die Berechnung dieses Grenzwerts nicht ganz einfach,
denn der Satz 5.4.5 ldsst sich nicht unmittelbar anwenden. W&hlt man n&mlich
eine Funktion f so, dass sie an den ganzen Zahlen k den Wert 1/k? hat, so
besitzt F' offensichtlich ganzzahlige Singularitdten. Um die Reihensumme den-
noch zu berechnen, kénnte man — wie zuvor bei den Integralen demonstriert
— den Beweis des Satzes 5.4.5 geeignet modifizieren. Wir wahlen jedoch einen
anderen Weg; und zwar berechnen wir mit Hilfe des Satzes 5.4.5 die Grenzwerte
der Reihen

— 1
> >, 0<a<l,
i k" ta

und lassen dann a gegen 0 streben. Hierzu betrachten wir die holomorphe Funk-
tion
() == 52—, f:C\{ia,~ia} = C,
22 + a?
die augenscheinlich nur die beiden einfachen Pole +ia besitzt, und zudem alle
Voraussetzungen des Satzes 5.4.5 erfiillt. Indem wir fiir die Funktion F(z) :=
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meot z/(22 + a?) die beiden Residuen

. mwcotmz ™ T
Resjo /' = lim ——— = ——cotima = — —coth7a,
z—ia Z +1a 21a 2a
. mecotmz s . ™
Res_j,F = lim ———~ = — —cot(—ima) = — — cothra,
z——ia Z — 14 21a 2a

berechnen und den Satz 5.4.5 anwenden, erhalten wir fiir alle a € (0,1)

oo
s 1
—cothma = 3= 57T 2 )
und damit -
Z 1 _ macothma — 1
1 k% + a? 2a? ‘

Da diese Reihe gleichméfig beziiglich a € [—1,1] konvergiert, konnen wir den
Grenziibergang a — 0 vollziehen und erhalten, wenn wir auf der rechten Seite
die (reelle) Regel von de I"'Hospital verwenden, das Ergebnis

o0
Zi - L
2
Pl
Es sei hier am Rande erwihnt, dass diese Beziehung die Nummer fiinf ist in

der im Jahre 1988 von der Zeitschrift The Mathematical Intelligencer weltweit
durchgefiihrten Befragung zu den schénsten mathematischen Séatzen. O

Aufgaben

1. Berechnen Sie die Integrale
[e's} 2 oo
T 1
——d —d
/;oo (22 +1)(22 +4) v /o 26+1

(a) / zzeiﬂ dz, wobei yr der positiv orientierte Rand des Durchschnitts von Ugr(0)
TR

mit der oberen Halbebene von C ist.

(b) / Ccos T de und / cos T

Lo X F1 2 4 1
3. Es sei f: D — C holomorph in einer offenen Umgebung der abgeschlossenen oberen
Halbebene mit Ausnahme endlich vieler Singularitdten, von denen keine auf der reellen
Achse liegt. Ferner existiere das Integral [ f(x)dz, und es gelte lim|.| .o zf(2) = 0.

Zeigen Sie, dass dann
/ flz)dx = 27TiZResz,,f
- v=1

gilt, wobei z1, ..., 2z, die Singularitdten von f in der oberen Halbebene sind.

2. Berechnen Sie:
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5.5 Argumentprinzip und Satz von Rouché

Wie wir schon mehrfach gesehen haben, sind holomorphe Funktionen sehr un-
iibersichtlich, wenn sie eine wesentliche Singularitit besitzen. Umgekehrt ist zu
erwarten, dass holomorphe Funktionen f : D — C ohne wesentliche Singula-
ritdten ein einigermafsen {iberschaubares Verhalten aufweisen. Da Funktionen
dieser Art eine grofe Rolle in der Funktionentheorie spielen, gibt man ihnen
einen eigenen Namen, man nennt sie meromorph. Ist dabei P die Menge der
Pole von f, so sagt man auch, f sei meromorph auf DU P, speziell dann, wenn
man auch den unendlich fernen Punkt oo als Wert von f zulésst.

Ein fiir meromorphe Funktionen fundamentales Ergebnis ist der folgende Satz.

5.5.1 Satz (Argumentprinzip): Gegeben sei eine meromorphe Funkti-

on f: D — C mit nur endlich vielen Polen p1,...,p, mit den zugehdérigen
Ordnungen o1, . .., 0,. Ferner besitze f endlich viele Nullstellen aq, ..., an
mit den zugehdrigen Vielfachheiten vy, ..., Vpm.

Ist dann v ein Weg in D, der beziiglich D U {p1,...,pn} nullhomolog ist
und durch keine der Nullstellen verlduft, so gilt

n

1 (5 m
27[‘27/‘;((2)) dz = ZU“ w'Y(aM) - ZOV w'y(pu) . (5.24)

,LL=1 v=1

Bevor wir diesen Satz beweisen, geben wir zwei anschauliche Interpretationen
seiner Aussage und formulieren einige einfache Folgerungen und Spezialfille.

(1) Auf der rechten Seite von (5.24) steht die in zweierlei Hinsicht (ndmlich mit-
tels Umlaufzahlen und Vielfachheiten bzw. Ordnungen) , gewichtete* Differenz
der Anzahl von Nullstellen und Polen. Das Integral auf der linken Seite ist da-
mit in der Lage, fiir Funktionen, die von Polen oder Nullstellen frei sind — oder
von ihnen befreit wurden — die Anzahl der Nullstellen bzw. Pole zu zdhlen. In
diesem Zusammenhang ist es vorteilhaft, den Weg ~ als einfach geschlossen zu
wéhlen, da dann die rechts auftretenden Umlaufzahlen nur die Werte 0 und 1
annehmen kénnen.

(2) Die Bezeichnung ,Argumentprinzip® fiir den Satz 5.5.1 ist nicht unmittelbar
einsichtig. Um sie plausibel zu machen, stellen wir fest, dass sich das Integral in
(5.24) in der Form

e,
27Ti[yf(2)d = Woy(0) (5.25)

auch als Umlaufzahl interpretieren 1dsst, wie wir gleich zeigen werden. Die For-
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mel (5.25) besagt dann, dass das Integral angibt, wie oft sich die Bildkurve fo~y
um den Punkt 0 windet, oder mit anderen Worten, welche Gesamtéinderung
das Argument der Funktion f(v(t)) erfihrt, wenn ¢ das Definitionsintervall des
Weges v durchliuft.

Die einfache Begriindung fiir die Formel (5.25) lautet, wenn man das Defini-
tionsintervall von v mit [a, 3] bezeichnet,

'), _ 1 [FO@®)3®) 1 [dz
2mi | f(2) = =54 T @) dt = o | — = wyey(0).
v o fov

Beweis des Satzes 5.5.1: Die zu beweisende Beziehung (5.24) ergibt sich einfach
durch Anwendung des Residuensatzes 5.3.1 auf die Funktion f’/f. Da als Sin-

gularitdten fiir diese Funktion nur die Nullstellen und die Pole von f in Frage
kommen, liefert diese Anwendung die Beziehung

/

') dz = Zwy(aM)ResaMf—, + Zwy(p,,)Respyi.
u=1 f v=1 f

2mi ) f(2)

Y

Um den Beweis zu beenden, miissen wir also nur noch

! !

Res, L =wv, und Res, = = —o, 5.26
" f 12 Pv f

fiir die betrachteten p und v zeigen. Da v, die Vielfachheit der Nullstelle a,, ist,
gibt es eine in einer Umgebung U,,(a,) nullstellenfreie holomorphe Funktion
g(2) mit f(z) = (2 — au)"*g(2) auf Uy, (a,). Dies impliziert fiir alle z € Um(%)

F'(2) _ vulz —ap)g(2) + (2 — a) g’ (2) Up

f(z) N (z —au)g(2) T oz- ay " 9(2)

Daraus folgt die linke Beziehung in (5.26). Zum Nachweis der rechten schlieffen

wir analog, dass es in der Nihe eines Pols p,, der Ordnung o, eine nullstellenfreie

holomorphe Funktion h(z) mit f(z) = h(z)/(z — p,)? gibt. Aus der Identitét
f'(z) _ (=p)h(z) —ou(z —p,)* 'h(z) (z—p)> _ W(z) oy

fz) (z — py)2%o nz  h(z)  z—p

folgt dann die rechte Beziehung in (5.26). Damit ist der Beweis erbracht. [

Aus dem Argumentprinzip folgern wir als Néchstes einen Satz, mit dem man
in vielen praktischen Fallen die Nullstellen holomorpher Funktionen finden kann,
und zwar sowohl ihre Anzahl als auch ihre ungefiahre Lage. Als Integrationswe-
ge betrachten wir dabei einfach geschlossene Wege, also solche, bei denen im
Inneren des Weges die Umlaufzahl stets 1 ist.
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5.5.2 Satz (von Rouché): Gegeben seien zwei holomorphe Funktionen
f,9: D — C und ein beziiglich D nullhomologer Weg v : [a,b] — D. Gilt
dann

| f(z) —g(z)| < |f(2)|+ |g(z)| firalle z € ~([a,b]), (5.27)

so haben f und g gleich viele Nullstellen im Inneren von vy, wobei mehrfache
Nullstellen entsprechend ihrer Vielfachheit mehrfach gezéhlt werden.

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass die Ungleichung (5.27) eine sehr
schwache Bedingung fiir die bemerkenswerte Aussage des Satzes darstellt, denn
mit < anstelle von < ist sie stets erfiillt und daher ohne Aussagekraft. In der
Literatur findet man meist die — offensichtlich einschneidendere — Voraussetzung,
bei der auf der rechten Seite nur einer der beiden Summanden steht.

Beweis des Satzes 5.5.2: Der Beweis erfolgt durch Anwendung des Argument-
prinzips 5.5.1 auf die Funktion h(z) := f(z)/g(z). Um diese Funktion auf einer
offenen Umgebung U der Menge v([a,b]) definieren zu kénnen, beachten wir,
dass die Funktion g(z) wegen (5.27) auf der Kurve v nicht verschwindet (denn
g(z) = 0 hitte |f(2)| < |f(2)| zur Folge), und es daher eine solches U gibt. Da
die Funktion h(z) wegen (5.27) der Ungleichung

|h(z) = 1| < |h(z)| +1 fiir alle z € y([a,d]) (5.28)

geniigt, liegt das h-Bild des Weges v in der geschlitzten Zahlenebene C~, denn
andernfalls gébe es ein ¢ € y([a,b]) mit ~(¢) < 0, und das hieke |h(¢) — 1| =
|h(¢)] + 1 im Widerspruch zu (5.28).

Wiéhlt man nun die obige Umgebung U von 7([a,b]) so klein, dass h(z) auf
U keine Nullstelle besitzt, und dass h(U) C C~ gilt, so besitzt die Funktion
h'(z)/h(z) auf U eine Stammfunktion, ndmlich In h(z) (vgl. Satz 2.2.3 und Bei-
spiele 2.3.2). Damit verschwindet das Integral von h'(z)/h(z) ldngs v, und wir

erhalten
_ [ M(2) L 9(2)f'(z) —g'(2)f(z) g(2) s
0 = / G dz = L d

/ /
_ / (=) 4, _ /9(2) &
v f(2) 9(2)
Mit der im Satz 5.5.1 beschriebenen Bedeutung dieser Integrale fiir die Nullstel-
len von f und g ergibt sich die zu beweisende Aussage. [

\v

5.5.3 Beispiel: Um die Lage der Nullstellen des Polynoms

f(z) =2+ 7241
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zu bestimmen, setzen wir zunéchst g(z) := 7z. Fir alle z € 51(0), d.h. |z| =1,
gilt dann

[f(z) = g(x)] = [2*+1] < |o|*+1 =2 und |g(2)| = |T2] = 7.

Nach Satz 5.5.2 hat dann f(z) in U1(0) genau so viele Nullstellen wir g(z), also
eine. Betrachten wir als Néchstes die Punkte z € S2(0), also |z| = 2, und setzen
h(z) := 2%, so gilt

1f(2) =h(2)] = [Tz+1] <15 und |h(z)] = |2|* = 16.

Folglich hat f(z) wie das Monom z* genau vier Nullstellen in Us(0). Wie zuvor
gesehen, liegt genau eine davon in Uj(0). O

Aus dem Satz von Rouché ergibt sich leicht die folgende Fixpunktaussage :

5.5.4 Folgerung: Gegeben sei eine in einer Umgebung von U;(0) holo-
morphe Funktion f. Gilt dann f(U;(0)) C U1(0), so besitzt f genau einen
Fixpunkt in U1(0).

Begriindung: Da die Fixpunkte von f(z) gerade die Nullstellen von f(z) — z
sind, versuchen wir die Funktion h(z) := f(z) — z mit der Funktion g(z) := z,
die offensichtlich genau eine Nullstelle in U;(0) besitzt, in Beziehung zu setzen.
Fiir alle z € S1(0) gilt

[h(2) —g(2)[ = |f(2)] <1 =lg(2)].

Die Behauptung folgt damit sofort aus dem Satz von Rouché. |

Aufgaben

1. Zeigen Sie:
(a) Alle Losungen der Gleichung 2° + z 4+ 1 = 0 liegen in Us4(0).
(b) Fiir jedes n € N besitzt die Gleichung e* = 32" genau n Lisungen in U;(0).
(c) Die Funktion 2 + 2% — ¢'* hat genau eine Nullstelle in der oberen Halbebene, und
diese liegt in U, ;5(0).

2. Beweisen Sie den Fundamentalsatz der Algebra mit Hilfe des Satzes von Rouché, indem
Sie ein gegebenes Polynom n-ten Grades mit dem Monom 2" in Beziehung setzen.



