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Man beachte, daf trotz der Bezeichnung ,Negativteil“ die Funktion f~(z)
stets nicht-negative Werte annimmt (siehe Abbildung 6.6). Im iibrigen gelten
offensichtlich die Beziehungen

f=f"=f wd [fl=f"+f". (6.34)

Abb. 6.6 Der Positivteil f* und der Negativteil f~ einer Funktion f

Im Hinblick auf den weiteren Ausbau der Theorie definieren wir nun eine
einfache, aber besonders wichtige Klasse von mefbaren Funktionen.

6.5.13 Definition: Gegeben sei ein Mefsraum (X, A). Eine reellwertige
mefRbare Funktion f : X — R heift Treppenfunktion!, wenn sie nur
endlich viele Werte annimmt.

6.5.14 Beispiel: Ein einfaches aber nichttriviales Beispiel einer Treppenfunk-
tion ist die uns wohlbekannte Dirichlet-Funktion

1, fallsz€[0,1]NQ

Alz) = {0, falls 7 € [0,1] N (R\ Q) , A:[0,1) > {0,1}.

Sie nimmt namlich nur zwei Werte an und ist als charakteristische Funktion der
mefbaren Menge [0,1] N Q mefbar (siehe die Beispiele 6.4.2 und 6.5.5). O

Sind f und g zwei Treppenfunktionen, so sind auch die Funktionen f + g,
f-g, max(f,g), min(f,g), |f|, f und f~ wieder Treppenfunktionen. Sie sind
nach Satz 6.5.8 bzw. Korollar 6.5.12 ndmlich mefbar und nehmen offensichtlich
nur endlich viele (reelle) Werte an.

! Der Begriff ,/ Treppenfunktion® wird in der Literatur uneinheitlich verwendet. Zuweilen lft
man auch die Werte 00 zu oder verzichtet auf die Forderung der Mefibarkeit. Treppenfunk-
tionen im Sinne unserer Definition 6.5.13 — gegebenenfalls nur mit nichtnegativen Werten —
werden manchmal als Elementarfunktionen oder als einfache Funktionen bezeichnet.
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Ferner stellen wir zum Begriff der Treppenfunktion noch fest, daf sich jede
solche Funktion f : X — R in der Form

n
f(z) = Zai Xxa;(x) firalle z€ X (6.35)
i=1
darstellen 1af$t. Hierbei sind a7, ..., a, die endlich vielen paarweise verschiede-

nen Werte von f und die Mengen A; € A sind die paarweise disjunkten, mefsba-
ren f-Urbilder dieser Funktionswerte. Sind umgekehrt 31,.. ., By, reelle Zahlen
(nicht notwendig paarweise verschieden) und By, ..., By, mekbare Teilmengen
von X (nicht notwendig paarweise disjunkt) mit der Eigenschaft X = |J"; B;,
so ist auch die folgende Funktion eine Treppenfunktion:

g(z) = ZBJ XBj(IE) , g:X—>R. (6.36)
j=1

Der grofsen Bedeutung fiir das Nachfolgende wegen beschreiben wir nun im
Detail, wie man zu einer gegebenen mefbaren Funktion f : X — [0, co] eine Fol-
ge von Treppenfunktionen (fx)ren konstruieren kann, die, wie der nachfolgende
Satz zeigen wird, fiir kK — oo gegen f konvergiert. Zu diesem Zwecke fixieren
wir einen beliebigen Folgenindex k& € N und gehen in drei Schritten vor (siehe
Abbildung 6.7 fiir den Fall k& = 2).

1. Schritt : Wir zerlegen den Bildbereich [0, 00] der gegebenen Funktion f zu-
néchst in die beiden Teile [0, k) und [k, 0o]. Den beschriankten Teil [0, k) zerlegen
wir dann weiter in die k2* gleichlangen Teilintervalle

1 1 2 1
[0,2—k),[2—k,2—k),...,[k—2—k,k).
f\
fr
k=2 -
1
: I — et
Az e Azg Az Az Azs Az g Az rAss Az, z

Abb. 6.7 Die Zerlegung des Bildbereichs [0,00] von f und die mit Hilfe der Mengen
Ag,1y. .oy A g ok, Ak,o konstruierte Treppenfunktion fj
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2. Schritt : Wir betrachten die f-Urbilder der k2% + 1 im 1. Schritt bestimmten
Intervalle. Wir bezeichnen sie mit

R A= ir i = k
Akz . f 1([ ok ’2k))’ fiir 4 1a>k2 ) (637)
Ak,oo = f_ ([k, OO)) .
Diese k2¥ + 1 Mengen (von denen einige auch leer sein konnen) sind mefbar,
und sie bilden eine disjunkte Zerlegung des Definitionsbereichs X von f.

3. Schritt : Wir definieren nun die Treppenfunktion

k2k

fe@) = 305 X (#) + ki Xag o @) (6.38)

die wegen der Disjunktheit der Zerlegung X = Ufﬁf Ap i U A o nur die Werte

0, 2% ey k22kk_1 ,k annehmen kann. Ferner gilt wegen (6.37)

1 ..
< = firalle x € X\ Ak o ,
0 < f(@) = ful) § ~ 2 Ao (6.39)
= f(z)—k firalle € Ap o -
Dafs die hiermit konstruierte Folge (fx)ren von Treppenfunktionen die mefbare
Ausgangsfunktion f in geeigneter Weise approximiert, ist die zentrale Aussage
des nun folgenden Approximationssatzes.

6.5.15 Satz (iiber die Approximation von mefibaren Funktionen
durch Treppenfunktionen): Es sei (X,.A) ein Mekraum. Dann gilt:

(a) Eine Funktion f: X — R ist genau dann mefbar, wenn es eine Folge
von Treppenfunktionen f, : X — R, k = 1,2,... gibt, die gegen f
konvergiert.

(b) Im Fall einer nichtnegativen mefbaren Funktion f : X — [0, 0] kann
die in (a) beschriebene Folge von Treppenfunktionen ( fy)xen monoton
wachsend gewahlt werden, d.h. mit der Eigenschaft

0 < fi(z) < folz) < -+ < fr(x) < -+ firalle x € X .

(c) Im Fall einer (in R) beschrankten mefsbaren Funktion f : X — R
kann die in (a) beschriebene Folge von Treppenfunktionen (fx)iren S0
gewédhlt werden, daf die Konvergenz auf X gleichméafig ist.

Beweis: Da Treppenfunktionen mefsbar sind, ist die Grenzfunktion einer kon-
vergenten Folge von Treppenfunktionen nach der Bemerkung 6.5.11 mefsbar.
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Es geniigt daher zu zeigen, daf sich in jedem der drei betrachteten Fille die
Funktion f in der im Satz beschriebenen Weise approximieren laft.

(i) Wir beweisen zunichst die Aussage (b), wobei wir als approximierende Trep-
penfunktionen die in (6.38) definierten Funktionen fj wéhlen.

Zur Konvergenz: Ist f an einer Stelle € X endlich, so gilt € X \ Ay o
fiir alle k£ > f(z), und die Konvergenz folgt aus der ersten Zeile von (6.39). Ist
dagegen z eine Stelle in X mit f(z) = oo, so gilt € Ay  fiir alle k € N, und
die Konvergenz der Folge (fx(z))ken gegen oo folgt aus der zweiten Zeile von
(6.39).

Zur Monotonie: Entsprechend der oben geschilderten Vorgehensweise wird das
Intervall [0,k 4 1) disjunkt in (k + 1)25*! Teilintervalle zerlegt, die alle die
Lange 2,6% besitzen. Dies hat zur Folge, daf bei der Konstruktion von fx11 das
Intervall [0, k) in doppelt so viele Intervalle zerlegt wird wie bei der Konstruktion
von fr. Dies wiederum impliziert, daf die folgende Beziehung fiir jedes k € N
und alle i = 1,..., k2% gilt (sieche Abbildung 6.8):

-1 p — 1 ] —1({r2t—2 21—1 21 —1 21
Ak,i =f ([z_’ L)) =f ( Zlk+1 ’ ;k+1 ) U ;k+1 ’2k}rl)>

ok 7 9k
_o-1(2—2 2i—1 “1(2i—1 2
= f ([ ST ) oRTi )) U f ( i ,k—H)) (6.40)
2 2 2 2
= Apy1,2i-1 U Agg1,2i -
i 2
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Abb. 6.8 Zum Nachweis der Monotonie der Folge fi(z)

Fiir ein z € X mit f(z) = oo ist das monotone Wachsen der Folge (fx(z))ken
klar, denn in diesem Fall gilt, wie oben gezeigt, fr(z) = k fiir alle k¥ € N. Ist
dagegen f(z) endlich, so gibt es ein kg € Nmit # € Ay fiir k=1,...,k — 1
und z € X \ Ay fiir alle & > ko. Damit gilt einerseits

fulz) = k fir k=1,... kg —1,

und andererseits gibt es fiir jedes k > ko ein i € {1,...,k2F} mit z € Ay,
Damit gilt dann

(6.40)

(6.38) ; _ < fepi(z) fiir alle k> kg ,

1 . 21—2 2i—1
fr(z) = oF < mln{ Z2k ) sz
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so daf insgesamt die behauptete Monotonie der Folge fx(x))ren gezeigt und die
Aussage (b) vollstdndig bewiesen ist.

(ii) Ist die gegebene Funktion f : X — [0, co] beschrénkt (in R), mit Werten in
[0, 5] etwa, so sind die Mengen Ay, o fiir alle £ > S leer. Aus (6.39) folgt dann

0 < f(z) — fr(x) Szik fiir alle z € X ,

was die gleichméfige Konvergenz der Funktionenfolge (fx)xen auf X und damit
die Aussage (c) beweist.

(iii) Der allgemeine Fall (a) einer R-wertigen Funktion f ldft sich auf den Fall
(b) zuriickfiihren, indem man zuniéichst f* und f~ mittels der gemif Aussage
(b) existierenden Folgen von Treppenfunktionen (f;)ken bzw. (f; )ken approxi-
miert und dann die durch f; := f,j' — [}, definierte Folge von Treppenfunktionen
zur Approximation von f verwendet. [ ]

6.5.16 Bemerkung: Die Mefibarkeit einer Funktion haben wir bislang nur fiir
Funktionen erklirt, die auf der gesamten Menge X eines Mefraums (X,.A)
erklart sind. Da aber jede A-mefsbare Teilmenge A von X in kanonischer Weise
selbst ein Mefraum ist, wenn man sie mit der von A {iber A ,induzierten“ o-
Algebra A = {ANB € P(X) : B € A} versieht, ist damit der Begriff der
Mefsbarkeit auch fiir jede auf einer Menge A € A definierte Funktion f : A — R
erklirt. Insbesondere ist f : A — R genau dann .A-mefbar, wenn die triviale
Fortsetzung

fA:X%@

fala) = {f(m) fir € A,

0 firze X\ A4,
A-mefbar ist. Dies folgt sofort aus der Tatsache, daf fiir jede Menge R € R die

Beziehung
YR, falls 0 ¢ R

-1
R) =
I ® {f—l(R)u(X\A), falls 0 € R
gilt und daf X \ A in A liegt. O



