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6.4 Das Lebesgue-Mals

In diesem Abschnitt geht es darum, durch Konkretisierung der zuvor auf ab-
straktem Niveau erzielten Ergebnisse den Jordan-Inhalt zu einem Mafs fortzu-
setzen und auf diesem Wege den fiir die ANALYSIS zentralen Mafbegriff einzu-
fithren, das Lebesgue-Maf. Wir erinnern in diesem Zusammenhang daran, daf
wir bereits wissen, daf die mit Jn bezeichnete Menge der Jordan-mefbaren
Teilmengen des RY einen Ring bildet, und daR wir im Hinblick auf die Anwen-
dung des Fortsetzungssatzes 6.3.4 noch zeigen miissen, dafs der Jordan-Inhalt
JN : IN — [0,00) ein Pramaf im Sinne der Definition 6.2.1 ist.

6.4.1 Satz (der Jordan-Inhalt als Pramafl): Der auf dem Ring Jn
der Jordan-mefbaren Teilmengen des RYN erklirte Jordan-Inhalt Jy :
JIn — [0,00) ist ein Prdamak.

Beweis: Im Hinblick auf die Verifikation der Bedingungen (a) und (b) der
Definition 6.2.1 stellen wir zunichst fest, daf die Beziehung Jy (@) = 0 auf
Grund der Definition 5.7.1 des Jordan-Inhalts trivialerweise erfiillt ist.

Zum Nachweis von (b) sei nun (R;);en eine paarweise disjunkte Folge von
Mengen aus Jn mit der Eigenschaft, daf die Menge R := [J:2, R; in Jn liegt.
Zu beweisen ist dann die Identitit Jy(R) = > 0 Jn(Rs) -

Die Ungleichung Jy(R) > >.7°, Jn(R;) ergibt sich sofort aus der fiir alle
n € N giiltigen Inklusion |J;; R; C R, denn nach Satz 5.7.7 folgt hieraus
zunéchst Jy(R) > Jnv (U7, Ri) = Y., Jn(R;), und den Rest der Begriindung
liefert der Grenziibergang n — oo .

Um jetzt zu zeigen, daR auch die Ungleichung Jy(R) < >, Jn(R;) gilt,
wahlen wir ein beliebiges € > 0. Da R Jordan-mefbar ist, ist der Rand von R
nach Satz 5.7.6 eine Nullmenge, d.h., es gibt gemifs Folgerung 5.2.9 zunéchst
abzéhlbar viele und unter Verwendung der Kompaktheit von 9R schlieklich
endlich viele offene Quader Qo,1,...,Qon, mit IR C U?il Qo,j und

> (@) < (6.7

N | ™

Als néchstes stellen wir fest, daft es fiir jedes 7 € N wegen der Jordan-Mefbarkeit
von R; endlich viele Quader @;1,...,Q;n; mit R; C U;“Zl Q;,; und

> In(Qig) < In(R) + 5y (6.18)
j=1

gibt. Auch hier kdnnen wir die iiberdeckenden Quader wieder als offen anneh-
men (vgl. die Begriindung zur Folgerung 5.2.9). Insgesamt haben wir mit den
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Quadern Qo1,...,Q0,ngs---sQ1,15---5Q1,n,,&2,1,... eine offene Uberdeckung
von R gefunden, von der wir wegen der Kompaktheit von R (wegen R € Jy ist
R beschriinkt) eine endliche Teiliiberdeckung auswihlen konnen, deren Quader
wir mit @1, ..., Qm bezeichnen. Damit erhalten wir, wenn wir noch die Bemer-
kung 2.6.13 zur Umordnung von Reihen beachten,

Jn(R) < JN(R) < JN( U In (Qr) ) ZJN Qx) < ZZIJN(QM)
k=1 =0 j=1

(6. 17) € o M

.1 o0 o0
ZZ‘IN Qij) S §+Z +222+1 ZJN(RZ)+5
i=1

=1 j=1 =1

Da die hiermit bewiesene Abschitzung Jy(R) < Y 2, Jn(R;) +e¢ fiir alle e > 0
gilt, ist die noch ausstehende Ungleichung Jy(R) < 3.7, Jn(R;) gezeigt und
der Beweis des Satzes 6.4.1 beendet. |

Nachdem nun der Jordan-Inhalt Jy : Jy — [0,00) als Pramaf erkannt ist,
konnen wir auf die Menge X := R", den Ring R := Jy iiber X und das Primaf
p = Jn den Satz 6.3.4 anwenden. Dies liefert zunéchst das vermittels

N (A) = inf{ i JN(R;) : Ri,Ro,... € Jy und A C G R,-} (6.19)

i=1

definierte dufere Maf A}, : P(RY) — [0, 00], das wir N-dimensionales #uRReres
Lebesgue-Malf$ nennen. Die zugehdrige o-Algebra

Ly = {AePRY): A ist \i-meRbar } (6.20)
heift Lebesguesche-o-Algebra, und das geméifs
AN(A) = AN(4), An: Ly — [0,00] (6.21)

definierte Mafs heifft N-dimensionales Lebesgue-Maft. Die Mengen aus Ly
nennen wir Lebesgue-mefbar, und den Mafraum (RY, Ly, Ay) bezeichnen
wir als N-dimensionalen Lebesgueschen Mafiraum. Im Fall N = 1 schreiben
wir hierfiir auch (R, £, A).

Vergleicht man die Konstruktion des Lebesgue-Mafes mit der des Jordan-
Inhalts, so féllt auf, dafs bei der Definition (6.19) des duferen Lebesgue-Mafses
A3 (A) abzihlbar unendliche Uberdeckungen der Menge A zugelassen sind, wih-
rend beim #uferen Jordan-Inhalt Jy(A) (vgl. Definition 5.7.1) nur endliche
Uberdeckungen erlaubt sind. Hinzu kommt noch, daff im Fall des Lebesgue-
Mafes die iiberdeckenden Mengen Jordan-mefibar sein diirfen und im Fall
des Jordan-Inhalts nur Quader. Insgesamt darf man also erwarten, daf das
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Lebesgue-Mafs ein wesentlich feineres Werkzeug zum messen von Teilmengen
des RY ist als der Jordan-Inhalt, und daf man daher mit Hilfe des Lebesgue-
Mafles wesentlich mehr Mengen messen kann als mit dem Jordan-Inhalt. Dafs
dies in der Tat so ist, zeigt ein Vergleich des Satzes 6.3.2 iiber die Eigenschaften
allgemeiner Mafe mit dem Satz 5.7.7, in dem die Eigenschaften des Jordan-
Inhalts zusammengefafit sind. Daf dariiber hinaus das Lebesgue-Maf wegen
der speziellen Struktur des zu Grunde liegenden Raumes RY aber noch mehr
als die allen Mafien gemeinsamen Eigenschaften besitzt, wollen wir im weiteren
Verlauf dieses Abschnitts noch zeigen.

Zuvor halten wir jedoch fest, daf auf Grund der Konstruktion des Lebesgue-
Mafes alle Jordan-mefbaren Mengen auch Lebesgue-mefbar sind, und daf das
Lebesgue-Maf einer Jordan-mefsbaren Menge mit deren Jordan-Inhalt iiberein-
stimmt. Das bedeutet insbesondere, daf fiir jeden Quader Q(a,b), der mittels
zweier Vektoren a,b € RN mit a; < b; fiir alle i = 1,..., N durch die Beziehung

(al,bl)x...x(aN,bN) - Q(a,b) - [al,bl]x...x[aN,bN]

beschrieben werden kann, die Formel
N
An(Q(a,0) = J] (b — as) (6.22)
i=1
gilt (vgl. (5.2)). Fiir N = 1 liefert (6.22) in der Form A(Q(a,b)) = b — a auch
das Lebesgue-Maf der vier beschrinkten Intervalltypen [a,b], [a,b), (a,b] und
(a,b). Fiir die fiinf unbeschréankten Intervalltypen gilt dagegen

A((=00,b]) = A((=00, b)) = A([a, 00)) = A((a,0)) = A((—00,00)) = o0,

wie man leicht mit Hilfe der Stetigkeit des Lebesgue-Mafses von unten sehen
kann. Exemplarisch kann man im Fall des Intervalls (—oo, b] etwa die Intervall-
folge ((b —n,b])nen wahlen und dann mittels Satz 6.3.2 (8) auf die Beziehung
A((—00,b]) = MU;p2y(b—mn,b]) = nli)n;o A(b—n,b]) = nlgr;on = oo schlieflen.

6.4.2 Beispiel: Dafs die Standardbeispiele nicht Jordan-mefsbarer Mengen
[0,1]NQ und [0,1]N(R\Q)

Lebesgue-mefbar sind, lafst sich wie folgt erkennen. Ist {a; : i € N} eine Ab-
zédhlung von [0,1]N@Q, so ist [0,1]NQ die Vereinigung der paarweise disjunkten
Folge ({ai})ien, und da jede der einpunktigen Mengen {a;} das Lebesgue-Maf
(wie auch den Jordan-Inhalt) 0 besitzt, hat wegen der o-Additivitat von Mafen
auch die Menge [0,1] N Q das Lebesgue-Maf 0. Insgesamt erhalten wir damit,
wenn wir noch die Beziehung (4) des Satzes 6.3.2 verwenden,

A[0,1]NQ) =0 und A([0,1]N(R\Q)) = 1. 0
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Die Beschreibung weiterer Eigenschaften des Lebesgue-Mafies beginnen wir
mit der Charakterisierung der Ay-Nullmengen, die wir fortan auch Lebesgue-
Nullmengen oder kurz Nullmengen nennen.

6.4.3 Satz (Charakterisierung von Lebesgue-Nullmengen): Fiir
jede Menge A C RY sind die folgenden drei Aussagen dquivalent :

() An(4) =0,
(ii) A ist eine Lebesgue-Nullmenge,

(iii) A ist eine Nullmenge im Sinne der Definition 5.2.6.

Beweis: (i) = (ii): Aus der Beziehung X} (4) = 0 folgt, da A}, als dueres Mafs
monoton ist, fiir alle P C RY zunéichst A5 (P N A) = 0 und weiter

AN(P) > AN(PNCra(A)) = Av(PNA)+ Ay (PNCrry(4)).
Folglich ist A geméaf Definition 6.2.6 ein Element von £y, und wegen (6.21) gilt
dann Ay (4) =0.

(ii) = (iii) : Gilt Ay(A) = 0, so wegen (6.21) auch A} (A) = 0. Zu jedem ¢ > 0

gibt es dann geméf Definition (6.19) und Bemerkung 6.2.4 eine Mengenfolge
Rl,RQ,. .. € JNy mit AC Ufil R; und

iJN(Rz) < (6.23)
i=1

N | ™

Ferner gibt es zu jeder der Mengen R;, da sie alle in Jy liegen, endliche viele
Quader Qi,l; ceey Qi,ni mit R; C U?lzl Qi,j und

ni
> In(Qig) < In(R) + g (6.24)
j=1

Die Quaderfolge Q1,1,...,Q1,n1, Q2,15+ Q2,ns, {31, ... bildet dann eine Uber-

deckung der Menge |J;°; R; (und damit auch von A), fiir deren Quadersumme

wegen (6.23) und (6.24) (unter Verwendung der Bemerkung 2.6.13 zur Umord-

nung von Reihen) folgendes gilt:

o ng o0 n; 00

SN Qi) = D [D In(@Qig) — In(B)] + D In(Ri)
=1 j=1 i=1 j=1 i=1
< Z_; %% + % = ¢.

Insgesamt haben wir damit eine gemé&f Definition 5.2.6 erforderliche Quader-
iiberdeckung von A nachgewiesen.
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(iii) = (i) : Ist A eine Nullmenge gemé&f Definition 5.2.6, so gibt es zu jedem € > 0
abzéhlbar viele Quader Q1,Q2,... mit A C |2, Q; und > 2, Jn(Q;) < e. Da
Quader Jordan-mefsbar sind, d.h. in Jy liegen, liefert die Definition (6.19) die
Abschitzung Ay (4) < €, und da dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt A5 (4)=0. M

Wir wollen nun ein Beispiel einer Nullmenge vorstellen, die in mehrfacher
Hinsicht bemerkenswert, der Anschauung aber weitgehend unzuginglich ist. Es
handelt sich um eine sogenannte Cantor-Menge, ein klassisches Beispiel fiir
eine Menge, die man als ,Fraktal bezeichnet.

6.4.4 Beispiel: Wir konstruieren eine Teilmenge des Intervalls [0,1], indem
wir zunéchst das mittlere Drittel dieses Intervalls entfernen und dann mit den
beiden Intervallen der verbleibenden Menge

1 2
Ch = [Oag] U [gal]
genauso verfahren. Dies liefert die Menge
1 2 1 2
Cy = [Oag] U §a§] U [ga%] U [%71]
So fortfahrend konstruieren wir rekursiv eine Folge von Mengen Cj, die aus

jeweils 2! paarweise disjunkten Intervallen der Linge 3~ bestehen, und fiir die
Ciy1 C C; fiir alle 1 € N gilt. Schliefslich definieren wir die sogenannte

o0
(Mitteldrittel-) Cantor-Menge C := []C;.
i=1

Man nennt die Menge C' auch Cantorsches Diskontinuum, da alle ihre Zu-
sammenhangskomponenten einpunktig sind. Dies erkennt man sofort daran, daff
die Menge C' auf Grund ihres Zustandekommens kein Intervall mit positiver
Linge enthalten kann.

Wollte man nun die Lebesgue-Mefbarkeit der Menge C mit Hilfe ihrer ein-
punktigen Teilmengen begriinden (wie etwa im Beispiel 6.4.2), so wire man zum
Scheitern verurteilt, denn C' ist (was wir nicht beweisen wollen) nicht abzahlbar.
Daf C aber dennoch Lebesgue-mefibar und sogar eine Lebesgue-Nullmenge ist,
folgt sofort aus der Stetigkeit des Lebesgue-Mafes von oben (siehe Satz 6.3.2
(9)), denn es gilt

o0
AC) = )\(ﬂ(}’i) — lim \(Cj) = lim 2¢-37% = 0.
i=1 1— 00 1—00
Abschliefiend stellen wir noch fest, daf das Cantorsche Diskontinuum (neben
weiteren interessanten Eigenschaften, auf die wir hier aber nicht eingehen wol-
len) die scheinbar widerspriichliche Eigenschaft besitzt, ,grof“ zu sein im men-

gentheoretischen Sinne, ndmlich {iberabzdhlbar, als Nullmenge aber ,klein“ im
Sinne der Maftheorie. O
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Wir wenden uns nun der Frage zu, welche Typen von Teilmengen des RN
Lebesgue-mefibar sind. Wir werden diese Frage nicht vollstindig beantworten,
aber eine sehr grofse Klasse von Lebesgue-mefibaren Mengen angeben, ndmlich
die mit

By = B(RY)
bezeichnete, von den offenen Mengen des RY erzeugte, Borelsche o-Algebra. Die-
se enthélt bekanntlich neben allen offenen auch alle abgeschlossenen Teilmengen
des RY und alle Mengen, die sich mit Hilfe der in jeder o-Algebra zulissigen
Mengenoperationen aus offenen und abgeschlossenen Mengen erzeugen lassen.
Zum Vergleich mit dem Jordan-Inhalt sei an dieser Stelle bemerkt, daf es offene
Mengen im RY gibt, die nicht Jordan-mefbar sind (siehe Ubungsaufgabe 29).

6.4.5 Satz (Lebesgue-Mefibarkeit der Borelschen Mengen): Fiir
die o-Algebra By der Borelschen Teilmengen des RN gilt By C Ly. Die
Einschrinkung [y := Ay| By des Lebesgue-Mafes Ay auf By nennt man
Lebesgue-Borel-Maf$ oder kurz Borel-Mass.

Beweis: Wir bezeichnen mit Qun die Menge aller Quader im RY und zeigen,
daf die von Qp erzeugte o-Algebra o(Qy) der Inklusionskette

BN g U(Qn) g ['N (6.25)

geniigt, was dann offensichtlich die zu beweisende Beziehung liefert. Die rechte
Inklusion in (6.25) folgt sofort aus der Tatsache, daf jeder Quader Lebesgue-
mefbar ist, und daher die o-Algebra Ly die kleinste Qn umfassende o-Algebra
o(Qn) enthilt.

Zum Nachweis der linken Inklusion in (6.25) geniigt es zu zeigen, daf je-
de offene Teilmenge des RY in o(Qy) liegt, denn By ist definitionsgemif die
kleinste o-Algebra, die alle offenen Mengen des RY enthilt. Gegeben sei also
eine beliebige offene Menge M C RY. Um zu zeigen, daf sich M als abzihlbare
Vereinigung offener RY-Quader (und damit als Element von o(Qxy)) darstellen
1aRt, betrachten wir das mit QY bezeichnete System aller offenen RY-Quader
der Form (a1,b1)X...x(ay, by), die ganz in M liegen und rationale ,Randpunk-
te“ a,...,an,b1,...,bn besitzen. Daf fiir dieses Quadersystem dann neben der
trivialen Inklusion UQEQ]’V @@ C M auch die Umkehrung gilt, ergibt sich sofort
aus der Tatsache, daf es zu jedem Punkt x der offenen Menge M einen ganz in
M liegenden offenen Quader R € Qn mit € R gibt, und daf folglich R einen
Quader @ € Q mit z € () C M enthilt. [ ]

Das Zuriickliegende zusammenfassend halten wir mit Blick auf die Abbil-
dung 6.3 die beiden Inklusionsketten

O C JIv C Ly C Py und 9y C By C Ly C Pn (6.26)
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fest, bei denen Qy die Menge aller Quader des RY bezeichnet, Jy den Ring
der Jordan-mefbaren Teilmengen des RY, By die Borelsche o-Algebra B(RY),
Ly die Lebesguesche o-Algebra des RY und Py die Potenzmenge P(R"). Ohne
dies in allen Féllen zu beweisen, teilen wir schliefflich noch mit, daf keine zwei
der fiinf in (6.26) auftretenden Mengensysteme identisch sind und dafs zwischen
Jn und By keine der beiden mdglichen Inklusionen gilt.

(UN=S]
7N TN
Jordan-Inhalt Jy Lebesgue-Mak An

Quaderinhalt Jy Borel-Maf 8w \éiuféeres Lebesgue-Maf Ay
/ \
/ / \ \
/ | \ \ \
/ / Pn
| | ‘ Ly
/ o
JIN
QN

Abb. 6.3 Zur Hierarchie der behandelten Mengensysteme und der zugehorigen Inhalts-
bzw. Mafibegriffe: Qy ist die Menge der Quader im RY, 7y der Ring der Jordan-mefbaren
Mengen, By die Borelsche o-Algebra, Ln die Lebesguesche o-Algebra und Py die Potenz-
menge des RV,

Bevor wir den Abschnitt iiber das Lebesgue-Maf mit einem Beispiel einer
nicht-Lebesgue-mefibaren Menge beenden, wollen wir kurz auf die Frage ein-
gehen, inwieweit die Lebesgue-Mefsbarkeit einer Menge bei Anwendung einer
Abbildung erhalten bleibt. Wir werden die Aussage, die wir hierzu in der nach-
folgenden Bemerkung machen, nicht eigens beweisen, denn sie wird sich spéter
als einfache Konsequenz aus dem Transformationssatz fiir das Lebesgue-Integral
ergeben.

6.4.6 Bemerkung: Ist g : RN — R eine affine Abbildung g(z) = Gz + b
mit invertierbarer Matrix G € RV*Y und beliebigem Vektor b € R, so ist das
Bild jeder Lebesgue-mefibaren Menge A C RY Lebesgue-mefibar, und es gilt

An(9(4)) = [det G| An(4). (6.27)
Von besonderem Interesse sind hierbei die sog. Bewegungen und Transla-
tionen, die dadurch ausgezeichnet sind, dafs die Matrix G orthogonal bzw. die

Einheitsmatrix ist. Da in diesen Féllen bekanntlich |det G | = 1 gilt, sagt man
auch, das Lebesgue-Maf sei bewegungs- und translationsinvariant. 0
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Wir stellen nun abschlieffend eine Teilmenge des Intervalls [0, 1] vor, die nicht
Lebesgue-mefibar ist. Der Tatsache, dafs die Konstruktion dieser Menge und die
Begriindung fiir ihre Nicht-Meftbarkeit recht aufwendig sind, darf man durch-
aus entnehmen, daft es sich bei nicht-Lebesgue-mefbaren Mengen generell um
ziemliche exotische Gebilde handelt.

6.4.7 Beispiel: Um die gesuchte Menge zu konstruieren, definieren wir fiir
jedes ¢ € R die ,um ¢ verschobene Menge der rationalen Zahlen* Q¢ := {&+1r:
r € Q} und betrachten das Mengensystem

M= {Q:€eP(R): {£=0 oder {€R\Q}.

Da jede Menge aus M mit dem Intervall [0,1] einen nichtleeren Durchschnitt
hat, kénnen wir eine Teilmenge A von [0, 1] konstruieren, indem wir von jeder
Menge aus M ein (und nur ein) beliebiges Element aus [0, 1] auswéhlen.

Um nun mit einem indirekten Beweis zu zeigen, dafs die so definierte Menge A
nicht Lebesgue-mefsbar ist, nehmen wir das Gegenteil an, also ihre Mefsbarkeit.
Wegen der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafes (vgl. Bemerkung 6.4.6)
ist dann auch jede der Mengen A, := {g+a:a € A}, g € Q, Lebesgue-mefbar,
und es gilt

AAg) = MA) fiir alle ¢ € Q. (6.28)

Wir zeigen nun als nichstes, dal das Mengensystem
A:={4,€PR):qeQ}

eine disjunkte Zerlegung von R darstellt.

(i) Zum Nachweis der paarweisen Disjunktheit der Mengen A,, ¢ € Q, machen
wir die Widerspruchsannahme A, N A4, # 0 fir ¢1,¢92 € Q mit ¢; # ¢2. Ist «
dann ein Element von Ay, N Ag,, so gibt es zwei reelle Zahlen a1, a2 € A mit

a1 #ay und a =¢q+a; = ga+as. (6.29)

Nach Konstruktion der Menge A gibt es ferner zwei £1,& € {0} U (R \ Q) mit
a1 € Q¢, und as € Q¢,, und wegen a1 # ay impliziert dies

Qe # Qg - (6.30)

Andererseits gibt es gemédf der Definition der Mengen Q¢ wegen a; € Q¢, und
az € Qg, zwei rationale Zahlen ry,7 mit a1 = & + 71 und a2 = & + ro.
Zusammen mit (6.29) impliziert dies

g +é&+r=qg+&+r.
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Dies wiederum bedeutet, da g1, g2, 71,72 rational sind, dafs £ — & rational ist,
und folglich Q¢, = Qg, gilt. Dieser Widerspruch zu (6.30) beweist schlieflich die
paarweise Disjunktheit der Mengen A4, ¢ € Q.

(ii) Um als néchstes den nichttrivialen Teil der Mengenidentitit

U 4, =r (6.31)
AgeA

zu zeigen, wihlen wir eine beliebige reelle Zahl p. Nach Konstruktion der Mengen
Q¢ gibt es dann ein £ € {0} U(R\ Q) mit p € Q¢, némlich £ :=0im Fall p € Q
und ¢ := p sonst. Damit existieren dann ein a € A und ein 7 € Q mit p = a+r,
und das bedeutet, daf p ein Element von A, ist und damit ein Element der
Vereinigungsmenge auf der linken Seite von (6.31).

(iii) Nach (i) sind insbesondere die Mengen A, ;, i € N, paarweise disjunkt. Da
sie zudem alle im Intervall [0, 2] liegen, gilt fiir jede natiirliche Zahl n

e A(A) 234 = AU Aw) < MD0,2) = 2.
i=1 i=1

Da dies fiir jedes n € N gilt, erhalten wir A(4) = 0 und damit (wegen (6.28))
AMAy) =0 firalle ¢ € Q. (6.32)

(iv) Um den Beweis zu beenden, betrachten wir nun eine Abzdhlung (r;)ien von
Q und die zugehorige Mengenfolge (A;,)ien. Damit gilt dann

AR) €2V A(UA4n) O S, 2 0.
=1 =1

Diese zu A(R) = oo widerspriichliche Beziehung beendet schlieflich den Beweis,
dafs die oben konstruierte Menge A nicht Lebesgue-mefbar ist. ¢

Abschlieffend sei noch erwdhnt, daft die Moglichkeit der Konstruktion der
Menge A im vorherigen Beispiel mit Hilfe des dort angewandten ,Auswahlver-
fahrens* dem gesunden Menschenverstand keine Probleme bereitet, aus mathe-
matisch-axiomatischer Sicht jedoch nicht so selbstversténdlich ist. Es beruht
vielmehr auf dem sogenannten ,Auswahlaxiom® der Mengenlehre.



